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前 言 


本书第丨版和第2版自出版以后，以很好的可读性受到读荠的欢迎•有的 
学牛毕业后.从闻外还写信提出宝贵意见.本书第1版同时也得到同行的支持 
与好 if . 曾荣获教疗邡优秀教 W 二等芡. 本笤与 时俱进的铕神•第3版将在保 
持原夯特色的 联础上 ，反映近世代数在科学技术中的 a 新应用•内容也更加完 
幣，我们力求使它不仅是一本教 M . 而 fl 是一本值 徇收藏 的参考 1 S . 

修订情况 

勺第 I 版和第2版相比较.第3版主要作了以下修订. 

第一.增加了一些新的应用实例.比如.在 1. 1节中增加 r 保 密通倌问胧： 
在 2. 10节屮 ift 加了有关 RSA 密码系统的加密和解密变换的内容 I 在 4. 3节 
中增加了在密码学屮很有用的 离敗捕 阕曲线和离敗对数的介纽. 

奶二.新增了第5彦方稃根式求解问題简介.在舫两版中然在第丨茯 
中都提及了这个著名的问题•但 M 并未作出完整 M 答.在第3版中，我们用一 
4 S 的篇幅简要介诏了这个问題足如何解决的. 

第三，为了便 f 学习•毎争新增了一个小结.对全饫的内容进行梳理和 
总结. 

此外•第3版也对前两版个别表述进行了修改，对部分章节的内容作了不 
同秤度的扑免 和刺愤 .还增加 T 个别结论•在此不一一列举. 

学习指导 

第1隶预备知 iH , 读#应通读一下•即使有苎内容不熟悉，也不要过多纠 
拥.第2饫群论.足本朽的核心内容，要仔细阅读和学习，并要注重聿拥基本慨 
念和基本的分析方法.学好了群论，对后面的环与域 SJ 起到举一反-:的作用. 
第3 盘坏沦 •在某种程度上可以说是群的推广，有许多类似的槪念和定理 ， W 
此只滿把注怠力放在坏和群的不同之处，可比较快地学完这一章.第4单域 
论 ， tfi 然域是环的一种，不必冉去 H 论一般理论，但由于域的扩张和有限域理 
论在近代科学屮有很多应用•所以这一饫的内容反而比较丰亩.而第5 饫方程 
根式求解问题简介.在理论 t 不仅把群.环、域融合在一起，而且三者结合起 
来•解决了当初引发近世代数诞生的方程根式求解问®.但是如果时间有限， 
坷把第5$作为选学或自学内容. 

每节后的习题不坷不做，也不一定仝做，这是加深印象和测试学习效果的 



-个环 节， 先要独立思考.后面有提示可参考.每章后的小结列出这一章的稍 
华，不仅起到槪括总结、强调艰点的作用•而且可作为今后查阅之用，这是本15 
具有收藏价值的一个方面.至于应用的例子，随个人的兴趣和专业可以有所 
舍取. 

本书特点 

把抽象的理沦写得通 俗有 ® ,m 乂不失数学的严格性，是本书写作过程中 
追求的 h 标及特点之一.近財代数是我们已有的代数知识的自然发展.从我们 
熟知的粮数、打理数.实数出发•由此引出群.环、域的槪念，起点是很初等的. 
我们把 些位 用问狴作为••引子”提出.每琀郎以问越的解决作为结疴，使抽象 
的理沦体现出很强的应用行摂和效力. 

另一特点&使读荇川较少的时间节到琅莘本的内容，为此，每-节闱绕- 
个屮心问题.突 出一两 个定理•而把 K •他的内容作为相关的结论成例子绐出， 
使读荇对所学内容留 F 简沾済晰的印象.全书的主5内容适合48〜60学时的 
教学*求. 

奶三 个特点开放性”，传统的近佾代数书比较强渊3成系统，存的从粮 
数的定义讲起.丼至连导数也要*新定义•本15采用“令来主义” •一切学过的 
知 iH 邡可拿来躭用•导数就 em 枳分中的导数•涉及初等数沦、绀合数学、阁 
论.密码学等内容邢即兴介沼. 

本 15 的笮考文献列于艿后，特別 要指出 .丰参考 r» 名代数学家、中 n 
科学技术人学教授咨片成先牛20世纪80年代初在清华大学数学系的讲课笼 
ill , 特此洱次灰示感谢•同时继续向所朽关心、支持与提供宝贵怠见的读若、冏 
行和编钳衣示衮心的感谢. 



第 2 版前言 


为了满足数 卞弓应 用数学以及理 K 科专业学生和科技人员学习近世代数 
的谣要•本书尽力做到联系实际，多举例子•使读者感到有埋想学.在叙述方法 
上尽力做到连 M 、 前后呼应、合 f •中文4惯.对郎分定理的证明采用提示式.部 
分论证式等方式给出，所冇思考余地.读者若能边学边动手按提示完成证明或 
ilW •会收到满意的效果.每节后的习钱均附有提示或答案.便于自学. 

本书第1版出版后受到读者的欢迎，并得到同行的好评和支持，荣获 W 家 
教委第三届 菥校 优秀教 W 二等奖.本次再版时 . W 据读荇和同行的意见句边议 
做了修改与扑充.在此 ，怍荇 向所冇给予本15关心、支持与提供宝贵意见的读 
荇.同行和编钳衣示衷心的感谢. 


胡冠章 

1999年1月 
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第 1 章引言和预备知识 


m 1章作为开场 n , 苜先介 诏近世代数的一些实际应用问迪，并且以这些 
问题为线索展开全书的内容.所以读名对这苎问题应大致有个印象. 

本韋的另一个内容是明确我们讨论问题的莩础.平台，整理，罗列读荇应 
该预先具饬的数学知识，土要珐有关集合、映射和幣数运算方面的知识.这咚 
内容大部分是读者已经学过的.仴也有能是新的，例如孙？定理等.关 
于本饫内容读者只要通读即可，不必花费太多时间. 

筘贽特別指出的足本荩给出丫"代数系统”的埘念，这是近 m 代数的研究 
对象 •玷群 、环.域等社体的模 甩的 一般化•对今后的学习有伤导意义. 

M 几类实际问题 

初等代数、高等代数和线性代败都你为经典代数 algebra ), ^ 
的研究对象 主要足 代数方稃和线性方样绀.近世代数 （modern a l K ebnO 乂称 
为抽象代数 (abMmci al 职 bra >, 它的研究对象是代败系 .所漘 代数系，是由 - 
个集合和定 义在这 个集合屮的一种或若干种运 算所构 成的一个系统.例如，栌 
数祺合 Z 和件通的粮数加法“ + ”构成-个代数系， id 作 （Z , + >. Z 和件通加法 
“ + ”以及 W 通乘法“ • ”两种运算也构成-个代数系 . id 作 <Z ,H • • 

由于近世代数在近代物理.近代化学、计算机科学、数宇通仿，系统 T . 程等 
i 午多领域郎卉迅要应用 . W 而它是现代科学技术的数学基础之…•许多科技人 
W 都疳望事挥它的杜本内荠与 方法. 本书将以-些艾际问越为背眾，4初等代 
数和线性代数的基础上.由浅人深地介绍它的接本内容•使读者感到通俗 M 
俅.饶行兴搜.下面介纽几类与 近批代 数的应州有关的实际问题. 

I . 一些计 数问题 

(1) 項链问題 

这个问题的提法是，用《种频色的珠子做成有 w 顆珠子的项链，问可做 
成多少种不同类甩的项链？ 

t 先需要对此问题作数学上的确切描述.设由 m 顆珠子做成-个项链， 
酊用一个 m m 边形来代表它•每个頃点代表-颗珠子.从任意一个顶点开始， 
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沿逆时针方向.依次给每个顶点标以号码 1 . 2 . 这样的一个项链称为有 
标号的项链.由于每一颗珠？的顔色有 n 种选择， W 而由乘法原理可知•这些 
有标号的项链共有^种.但是其中有一些项链可通过旋转一个角度或翻转 
180°使它们完全重合.对于这些項链.称它们本质上是相同的.对那些无论怎 
样旋转或翻转都不能使它们1合的项链.称为本质 L 不同的项链.即为问题所 
提的 + M 类5?的项链.当 w 与/«较小时，不难用校準法求得问越的解答，读者 
不妨自行解决以下例子. 

例 1. 1. 1用黑、 A 两种顔色的珠子做成有5颗珠子的项链，问可以做成 
多少种不同炎型的项链？ 

的增加.用枚举法越来越困难.因而必须寻找史加打效的 nf 
解决一般的任意正粮数《 的方法.采用群沦方法可完全解决此问题，且 

至今尚 未发现 K 他史为简单和冇效的方法. 

(2) 分子 M 构的计 教网超 

在化学中研究山蚝/ I 种元家可合成多少种不同物质的问题•由此可以折 
导人们在大 ft 然中寻找或人 T 合成这些物质. 

例 1.1.2 在一个笨环上结合 H 厣子或 CH , 哚子团.问可能形成多少种 
不同的化合物 （阁 1. Ka ))? 

如采假定笨环上相邻 C 味子之间的互相等价的，则 此问题 就虻两 
种颜色 6 颗珠子的项链问既. 



m l.i 

(3) 正多面体着色问 

对一个正多面体的顶点或曲用”种顔色进行宥色，问有多少种不同的看 
色方法？ 

下面以正六面体为例说明此问題的数学描述. 

例 I . 1.3 用《种颜色对正六面体的面笤色，问有多少种不同的着色方 
法(阁 1. 1( b ))? 

首先達夺此问题的数 学模® ) •将问题中的一些概念进行镫化. 





设 n 种颜色的集合为 


A = iaj ， a : ，••••《!■}• 

正六面体的面集合为 

D = {6, ,b ； .6, ,6 S }, 

则每一种宥色法对应一个映射 

反之.每一个映射 f ： B ^ A 对应一种着色法.由于每一个面的顔色冇 n 种选 
择.所以全部宥色法的总数为但这样的苕色法与面的编号有关，其中有些 
吞色法珥适当旋转正六曲体使它们完全歎合•对这咚着色法.称它们本质上是 
相同的.我们的问酺足求本质 I ： 不向的苕色 法的数 H . 

当《很小时不难用枚举法求得结果•例如 ，当 ; i = 2 时，读者的以 A 己箅出 
本质 I :不同的荇色法数为10•对 T — 般的悄况则必须用群论方法才能解决. 
(4) 图的构邊与计教问《 

ff 先介招一卜图论 （ fcraph 丨 heory ) 的一共堪本槪念. 

设 V ={ i ； i ，巧 •"•， v ■丨 •称为顶点嫵合 （vertex sct ), E 是由 V 的一些2元 
子粜构成的集合.称为边集 （ cd K c •则称 有序对 （ V .£) 为一个图 （ K ra P h >, 
记作 G =< V ,£>. 

例如•设 V *{1 ，2，".. 10} 山其中，, ={ 1 ,2} …2, 


U ,10}. 图 G -( V ,£> 可用田 1.2 来表示.此 ffljftffl 论中有名的 Pclcrsen 
每一个顶点用岡圈表示，对边集 E 中的每一个元素用一条 if 线或 
曲线连接顶点/ 与 j. 顶点的位 B 及边的长短.形状均无关紧要^_ 

一个图 si 以代表一个电路.水 M 绺、通信网 
络.交通网络.地阁等有形的结构，也珂以代表 
一 些抽象关系.例如可用一个围表示一湃人之 
间的关系•点代表人，凡有边相连的两个点表示 
他们互相认识•否则表示不认识，則这个阁就衣 
示出了这群人之间的关系.图沦中有许多有趣 
的问题，有兴趣的读#可阅读有关参考书. 

阁沦中自然会提出某类阁有多少个的 
问题. 

例 1.1.4 典出所有点数为3的图. 

此问题珂以这样来解决：萏先脚出3个頂点1.2,3,在每两个点之间有 
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“无边”和“有边”两种情况，因而全部有 2 X 2 X 2 = P = 8 种悄况，每一种悄况 
对应一个用（图 1.3). 



当点数 为”时 ，共坷形成| =个2元子集，每一个2元子集 ril 以有 对应阳 

屮的边或不对应用中的边两种悄况•故可形成21个困.但玷，我们观察一下 
I 冬 I 1.3 中的8个阁，可以发现有些 ffl 的构造是完全相同的•如果不考虑它们的 
点”•可以完全 fi 合.称这样的 fflft 同构的•例如 ffl 1.3 屮的与 G ,. 可 
以狞出图 1. 3屮的阁•共冇4个互+同构.那么•对一般悄况⑼个点的闬中互 
不同构的 ra 有多少个呢？这个问 e 也不能用初等方法来解决. 

(5) 开关忾 路的构邊 与计教 

一个有两神状态的电子元件称为-个开关，例如#通的电灯开关、二极管 
等.由 一些开 关组成的二端网络称为开关线路.一个开关线路的两锭也只有两 
种状态：通与不 a . 我们的问题是•用个汗关51以构造出多少种不同的开关 

线路？ 

荇先必须对此问题建立一个数学模甩，然后用适当的数学工具来解决它. 
用 n 个变 fir , •々•••••>!••代表/!个开关，每一个变 fi r . 的取俏只能是0 
或1•代表开关的两个 状态. 开关线路的状态也用一个变镟/来表示，/的取 
值也是0或丨，代表开关线路的两个状态./是^ •〜，••• 的函数，称/为开 
关函数 .记作 

f ( x t ，< r ” …， j .>. 

令 A = M 0，1}， 则/是 AXAX …></\ 到 A 的一个映射（函 数〉 ，反之，每一个 




1.1 几类实际问題 


函数 

fiA X A X …X A — A 

对应一个开关线路. W 此.开关线路的数 B 就是开关函数的数目.下面来计算 
这个数 S . 

屮丁 /的定义域的点数为 IAM = 2'/ 在定义域的每一个点上的取值有 
两种可能，所以全部开关函数的数 n 为 2-**, 这也就是/!个开关的开关线路的 

数 

但 M I :面考虑的开关线路屮的开关 M 有标号的.有一些开关线路结构完 
全相同，只是际号不同.我们称这些开关线路本质 上是相 问的.參见 2. 】0节 
ra 2.8 的 （ a > 与进一步解决本质上不同的开关线路的数 h 问驄，必须用 
群沦方法. 

2. 数字通倌的可靠性问題与保密性问題 


现代通 仿中用 败宇代表仿息•用电子设备进行发送、传遒和接收，并用计 
算机加以处理.由于仿息》大•在通 m 过枵中难免出现错误.为了《少错误，除 
了改进设备外•还可以从倌息的丧示方法上想办法.用数字表示信息的方法称 
为编 Pi . 编码学躭 e —门研究窃效《码方法的学科. f 而用两个简中的例子来 
说明检错«与纠错《的《念. 

例 I .1 .S 简单柃错时一—奇偶性检错 

设用6位二进制码来丧示26个英文字母•其中的5位顺序衣示宇母，第 
6位作检错用，当舫5位的数码中丨的个数为奇教时.第6位取丨，否则第6位 
M 0. 这样编出的朽屮丨的个数姶终是偶 》. 例如 • 

A ：000011 i3：000101 C,000il0 

DsOOlOOl … 

用这种码传递炕息时可检査错误.当接收一方收到的硏中含有奇数个】 HMU'J 
"了断定该倍息是错的•可要求发送者重发.因而•同样的设备，用这种编码方法 
可提商通信的准确度. 

但是，人们并不满足仅仅发现错误，能否不通过敏发的办法，仅从倍息本 
身来纠正其错误呢？这在一定的程度上也可用编码方法解决. 

例 1.1.6 简单纠错码 一 重 g 码. 

设用3位二进制1复码表示 A . B 两个宇母如 

A：000 B：lll 

则接收的一方对收到的倍总码不竹其中是否有错.均可译码如 r : 




接收倍息 ： 000 001 010 011 100 101 110 111 
译 码： AAABABBB 

这就意味着 .对其 中的错误信息做了纠止. 

利用近世代数方法可得到更窃效的检锗码与纠错码. 

(2) 保密通 信问趙 

在数字通信中通倍的保密性是另一个主要的问 S . 随#计算机科学与倍 
息科学的发胰•数字通信的保密性越来越重要，越来越费及，上机、上网.收发 
e mail 等活动已成为人们日常生活中不可缺少的内容，于是 ••密 码”变成一个 
熟悉的词了.但我们研究的密码问 S 并作开机或银行存款时遇到的所谓密码， 
而是将表示倍息的数码进行加密的问題.例如•如果你想用 Outlook Express 
向你的朋友发一封保密的耶么躭必须用 “ T . n ” 菜单中的“加密”一项对仿 
加密后 涔发出 ，这时别人即使右纠 此仏也 宥小懂 r . 研究数字通 m 的加密与解 
密的力 法与理沦称为密码学 ( cryptography ). 

在通 m 或数据竹押中•通常的保密方法是将倌息伪装起来.就是将倌赵原 
文加密.变成別人石不懂的密文. F * 我们把信总妝文称为明文，加密后的 m 
总称为 密文； 如用数科来我示明文.躭称它为明文码 （ plaintext ) •密文所对应 
的数码称为密文码 （ dphenext ) •对于 -敌方 ”来说•他《千方百计地把钱取到 
的密文破译成明文.这好比矛 与坍的 关系.密码学 就珐研 究如何将明文变换成 
密文和如何将密文变换成明文的科节. 

MW 的加密方法纪用密码本，抽先制定每一个明文单位与密文中位之间 
的对应关系•将明文牟位与密文单位的对应表做成-个密砑本，发送方与接收 
方邯用相 問的密码本. 因而密码本是-个关键的东0•敌方如能得到密码本， 
则我//的通倍躭》露无遗 .** 红灯记”中所讲的就 是抗日 英雄为保护密码本与 
H 军进行殊死4争的故申.鉍然，用密码本的方法不方便，安全性差.随着计算 
机的发展，采用什»:机和现 代数学 力法来进行保 密通焰 有许多优点，因 而密的 
学乂发展成为 i | 箅机密码学或现代密码学. 

为了介绍密码学方面的基本 概念， 我们先 来舂一 些简单的加密方法. 

甲与乙约定-个通信规 則：用 0〜 2 S 的26个数 T 代表 A 到 Z 的26个 
字母： 



1.1 几类实际问 « 


一天甲要告诉乙 -- 个重要 消息 ： ihewarwillstarlatmidnig 
h t , 此信息所对应的明文码为19 7 4 22 0 17 22 8 11 11 18 19 0 17 19 0 19 12 
8 3 13 8 6 13 8 6 7 19.为了保密.可再选定一个常数 々•例 如取々 = 7,设 m 是 
原文码.令 

c — ( m + 务 > mod 26* 

其中•表达式 mod 26表示将表达式的值除以26所得的余数，因而 r 满足0< 
t <26 .f 就是对应的密文码.例如.（19 + 7> mod 26-0,(22 + 7) mod 26 = 3. 
于是上 面的信 息就变为以下 密文： 0 H 丨丨3 7 24 3 15 18 18 25 0 7 24 7 0 19 
15 10 20 15 13 20 15 13 14 0. 这时別人就比较难破译了.々就称为密钥 （cipher 
key >. 这时加密方法可以公开，中、乙 R 要不把密钥々告诉别人，他们的通仿躭 
有一定的保密性.但这样的密钥太简笮.保密性差.我们可用两个参数 k ,, k 2 
作为密钥，其中 = 与26的 《大公 W 数为 丨） ，令 

r = ( k,m - hk t ) mod 26 . 

r 是得到的密科.反之•接收荇可用以卜'的反变换将密文朽变换为明 文码： 

m = f /»(c — )1 mod 26. 

其中 p 满足.经过这样的变换.保密性就增强/ *. 

还可以采用史加 S 杂的密切•已经有很多种加密方法.如果发送方与接收 
方用的足相 M 的密切•这种密 码体制 称为传统密朽体制或对称密码体制 
(symmetric system >•这种密码体制的优点 S 编码方法间尔•缺点是安全性 
#•20 世纪70年代末，开始癔行-种公开密钥系统 （ public-key system ), 它的 
基本思路是通 位双方各有两个密钥，一个是公开的加密密钥（公钥）•公布在类 
似于电话簿的文件另一个 fi 保密的解密密钥（私 钥）， 用于把密文码变换为 
明文码.洌如屮®纶乙发信息. ㈣ 5 t 中可 ft 到乙的公切,用^将倍息加密. 
然后将密文码发绐乙，乙用只有他自己知道的私钥 A 将密文码变换为明文 
码. 由于乙不霱要将解密密钥传递给甲 ， W 而公钥系统的保密性较高，而且便 
用方便. 

密码学的数学基 础主要 是数论和近批代数•特别是近世代数，涉及群、环、 
域的许多内容.例如•近代加密方法用到冇限域和离敗椭岡曲线等较为深人的 
内容. W 此，对于相关领域的科技人员来说 •近世 代数是必备的基础.本彳 S 将在 
后面有关邡分介绍卉关密码学的数学联础. 

3. 几何作图问题 

古代数学家们曾提出一个有搜的作 问眹： 用阏规和直尺可作出哪些图 
形？规定所用的貞尺小能有刻度•也+能在其上做记号.为什么会提出这样的 
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问题呢？ 一 方面是由于生产发展的需要，圆规、直尺是丈量土地的苺本 T . 具, 
H 崧仞的茛尺是无刻 度的； 另一方面.从几何学现点看，古人认为直线与岡弧 
是构成一切平面图形的要素.据说，古人还认为只有使用脚规尺作阁才能 
确保 K 严密性 .11 整个平面几何 学是以 脚规与 茛尺作 为苺本 7 ：具. 

历史上，有 F 曲几个 几何作 阁问题曾经困扰人们很长 时间： 

(1>立方倍积问題 作一个立方体使其体 积为一 个已知立方体体积的 
两倍. 

(2) 三等分角问题 给定 任意一 个角，将其三等分. 

(3> 化圆为 方问超 给定一个阏（即已知其半径 r >, 作一个正方形使其面 
积等于已知岡的曲 m . 

(4> 等分圆周闷《 

以上这咚问越 re 到近愀代数理论出现以后才得到完全的 解决. 


4. 代数方程根式求解问題 

找们知进，任何一个一元二次代数方程可用根式我示它的 网个解 .对十一 
元 H 次和四次代数 方程 •古人们经过长期的努力也巧妙地做到了这一点.于珐 
人们自然要问： M 否任何次代教方秤的根均坷用根式衣示？许多努力邢失败 
了 •但这桉努力促使广近佾代数的产生，并錢终解决了这个问耽. 

19 W 纪初•法 闰育年 数学家 Galois 在研究五次代数方程的解法时提出了 
著名的 Galois 理论•成了近佾代数的先职.但他的工作未被当时的数学家所 
认识•他于21岁躭过甲.地去泔了. ft 到19世纪后期.他的理论才由別的数肀 
家加以进一步的发展和系统的阙述. 


这样一门 n 有悠久历史、充满许多有®问®和故事的数学分支，在近代又 
得到了 蓬勃发展和广泛应用，出现 r 许多应用于某一领域的专著，正吸引越来 
越多的科技人员和学生来学习和掌 握它. 

习题 1. 1 

1. 用两种顔色的珠子做成有5顯珠子的項链，珂做成多少种不同的 

项链？ 

2 . 对正四面体的頂点用两种顔色§色，有多少种本质上不同的着色法？ 

3- 有4个顶点的图共冇多少个？其中互不同构的有多少个？ 

4. 如何用岡规和 It 尺5等分一个阏周？ 

5. 如何用根式表示三次和四次代数方程的根？ 




集合与硖射 


1.2 集合与映射 


前面已经指出•近坩代数研究的对象是代数系，它是一个集合，并在其中 
定义了一种或若干种运算 . w 此•我们必须熟悉集合的基本理论.由于集合与 
映射的有关 知识匕 写人中学深冬，因此这里只作一些 s 习、补充和约定. 


1 . 集合的记号 


柒合的表示方法通常有 两种： •种是茛接列出所有的元家，另一种足规定 
元家所风有的性质. 例如： 

Xl.2,3}. 

S=U|p(_r>}. 

其屮/丧示元有的性质. 

本朽 中妤常用到以 t 的集合及妃兮： 

粮数集合 Z =<0,± l ,±2,±3 r "}« 

正 W 数集合 Z 

打理数埘合 Q ，实 数集合 R 数狼含 C 等： 

Z • = Z \{0), Q * - Q \{0}. C - » C \{0} 等. 

一个珙合 A 的元索个数用丨/\丨表示.当/\中钉 有限个 元家时，称为有限 
M(finite seO •否则称为无限集 （infinite set ). 用 Ml ■«> 表示 A 是无限集， 
|/ U << x > 表示 A 焙有限集. 

2 . 子錐与幕集 

** 元家“《于/\”记作 “6 A , 反之任/\或*^八 表示 a 不厲于 A . 

设為两个集合 A 和 B , 若对/\屮的任意一个元家 a ( 记作 Va € A > 均有 
则称 A 是衫 的子集 （ subse 丨）， id 作 ACB .^ 且即 4 和 ii 
冇完全相同的元索•则称它们相等，记作/\ = «.若但 A 关 B , 则称 A 是 
B 的真子集 （proper subset 〉 ，或称8真包含 A •记作 ACB . 记号 A $ B 表示 A 
不是 B 的子集. 

不含任何元素的集合叫做空集 （empty set ), 记作 0. 空集是任何一个集 
合的子集. 

设4是一个集合，由 A 的所有子集构成的集合称为 A 的冪集 （power 
set ), 记作 V ( A>. 例 如：若 A=《0.1，2}. 則 

分 (A> = {0.{OK{n,{2},{O.U.{O.2K{l,2KA}. 
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的¥集又 i 己作 2' 当！ A |< a 时 J 的元素的个数正好是丨 2 A |=2 IAI . 这个 
公式的证明方法有几种，一个最简单的方法是设 S 是 A 的任意一个子集，则 
A 中任意一个元索有或 ft . S 中或+在 S 屮两种可能性，7是对全部元素共有 
2〜种可能性.它扪对应不同的子集.故共有 2 IA 个不同的子集.读者不妨将子 
集按元索个数分类•并用二项式定理来证明此公式. 

3. 子集的运算 

设1/是一个集合,都的子柒.两个子粜的并、交、差和一个子 
粢的余等运 W 定义如下： 

并: AUB = U 6 t / k 6 AidU € m . 

交： AnB =<_ rei /|_ r 6 A 

余:/ \ # = A » tAA . 

对 称塞 : aab = ( a \ b > u ( b \ a >. 

这咚运 W 滿足以 下运算规律： 


(1) A[jA-A,AnA=A. ( 箒 齐律〉 

(2) AUB=BUA, Ar\B = BC\A. ( 交换律〉 

(3) AU(BUC) = (AUB)UC. 

An(Bno=(AnB)nc. ( 结 合律） 

(4) /\ U(BnO = (/\ UB ) D ( AUC ). 

An(Buo=(AnB)U<^nc). ( 分 配律） 

(5) AD(>AU«) = AU(An«) = A. ( 吸 收律） 

(6) 若 AGC •则 AU<BnC) = (AUB>nC. ( 横 律） 

(7) (, A \ JB ) , - A ， nB ， .( Af ] By ^ A ， \ JB ， . (De Morgan 律） 

(8) (, A r y = A . 


这些运算与运箅规汴可推广到多个子集的悄形. 

4. 包含与排斥原理 

关于子集运算后元家个数的变化有以下规 律：设 （； 是一个集合， A , B,C 
是 （； 的有限子集.则有 


C 

U 

B 

u L I U 
BBB/\ 

n u U4-I 

A AlAcl 

I Il-u 

BBC 6 
+ITI+II 
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| A U B U C | = | A | + | B |+( C |-| A (1 C I 

-M OCI-I BOCI 

+i An bh ci. 

当 = 0 时，有 IAUB | = | A | + | B |. 这就是加法原理 （sum rule ). 

这些公式很容易用图形加以 证明. 对于多个子集的情形有以下定理. 

定理 1. 2. 1( 包含与#斥原理 •inclusion and exclusion principle 〉 设 A ，• 
次 ，…， A , 是的有限子集，则 

| Qa ,|= | A . |- 2 U A , |+ …“一叫 Qa ,|. 

( 1 . 2 . 1 ) 

I U A -h 2 Ii- E n a,i+ … + (-i ) 叫 fV.I. 

<-l l-l !<!</<• 1 -t 

(1.2.2) 

证明我们只证公式 （1.2. U , 对”应用归纳法. 

当；|»2时，公式 （1.2. 1>已证 成立. 

假设此公式对1成立 •轚证 对”也成立.利用 ” = 2的公式可得 

ifV.h i(h 、 .)rM.i = 丨 hA.i+iAj-uhMuA. • 

再由归^假设及分配律得 1 

| 0^. | ~ 2 I I— 2 M. 1+ … 

卜丨 

■•一 I ■一祖 

+ (-!)• *| LM.I+i A - 1 一 I f] (A > u a .) I 

•*i i-i 

= Em. i- S … 

+ ( - 1> 叫 •卜 (S IA.UAI 
«•! «-1 

— E l A ,\ JA , U A . |+ … + ( — i >- *| | JA . |) 

=S I Ai I - E M . U A , |+ ••• + (-”• * I ( jA ,\. □ 

下面举例说明包含与推的应用. ^ 

例 1.2. 丨求不大于500可被5,7,9中某一个数锒除的正整数的个数. 

解 设不大于500可被 5 粮除的正整数粜合为 A , •不大于500可被7粮 
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除的正粮数 集合为 A ，不大于500 SI 被9幣除的正整数集合为 A 3 ，则 
M , |= 100. | A : 卜 [〒 j =71， | 丄 | = |_— j = 55. 

I A, C\A t 14. M, f]A a 

卜嚓 H, A n a, n a, 卜 U?iJ=i 

故由公式 U . 2.2)， 得 

% 

\ A , u A , u A 3 \ = ^ \ A . \- 'Z \ A . r\ A , \ + \ A t f ] A . f ] A , I 

t ••f 

= 100 + 71 +55- 14 - 11 -7+1 
= 195. 

关 t •包 ivy 排斥原理的更详细内容请参苕 m 合数学的书 [6]. 


5. 映射的槪念 

映射是函数概念的推广•它描述了两个集合的元家之问的关系.是数学屮 
最基本的「. A 之一,苗者必须对它 t 分熟蛛. 

定义 1 . 2.1 设为两个非空集合 • 若存在一个 A 到 U 的对应关系 
/, 使拊对 A 中的毎一个元家 I ，郎有 B 中惟 -• 碥定的一个元隶 _ y 弓之 对应， 
则称 / 足 A 到 B 的一个映射 （ mappi nK >, 记作 > 

y 称为 * T 的像 （ imane ) 称为的原像 （inverse image ), >4称为/的定义 
«( domain),B 称为 / 的定 值域或 K 达 K ( codomflirO . 

通常用 id 号 fiA - B 或 A 抽象地丧示/ M A 到 B 的一个映射 . 而用 

id 号 

fix M./(x) 

表示映射/所规定的元家之间的 具体对 应关系.必要时两者都指明，如 

fiX^ fix) (A-*B). 

例 1 . 2.2 设/ \ = {a,b,c).ti = {1,2.3.4}. 对应关系 / 定义为 a —1, 
心4•则/满足定义 1.2.1 中的条件 . M —个 A 到 B 的映射. 

例 1.2.3 设 A = B = S (实数 集合） ，对应关系尺定义为 x — 它是熟 
知的初等函数，显然满足定义 1.2. 1中的条件•是一个 R 到 R 本身的映射. 

例 1.2.4 id 

M.(R > = { 全体《阶实方阵}, 

规定 M,(R ) m 的对应关系 f 为 


'rfA 6 M,(R ) 有 < p ( A ) = det >\. 

由于每一个矩阵的行列式是惟-确定的.所以这是一个 Af.(R > 到 R 的映射. 

在映射定义中主要的 M : A , 均有惟一确定的: veB 与之对应. 

下面举两个不是映射的对应关系的例子. 

例如.设 A = U ，2 }，B = Z •規定 A 到 B 的对应关系为 /:1 —奇数，2 一 
偶数.由于 Z 中的奇数与偶数都不止一个，故/(1>，/(2>都不是惟一确定的， 
所以/不是 A 到《的映射. 

乂如规定 Q 到 Z 的对应关系为 

W 为 += |••但4 + ) = 1, 9 (|) = 2,4 + )尹4 + )，故*不是(5到2：的 
映射. 

后一例 f 主 C 玷由于 ft 变 M 的衣达形式不惟一而引起像的不惟 一. W 此， 
遇到这 种悄况 要检验一个对应关系/是否是映射高检验 F 列 条件： 

) - /( j *). (1. 2. 3) 


(1.2.3) 


6. 映射的分类 


可根据映射的不同性质对映射作以 T 分类. 

定义 1 . 2 . 2设/是 A 到 B 的一个映射. 

(1) 若 Va . aGA 和 I , 关 I :均冇 /(•*■•> 关/(々>,則称/是一个单射 
( injection ). 

(2) 若\/)6« 均冇 16 八使 /(j>=：y •埘称 / 是滴射 ( sur i cct i on >. 

<3)若/既是单射又是满射•则称/是双射 《 bijection ). 

要 lit 明一个映射/是单射，只需证明以下 命®: 

/( ji ) = f ( xj)=>xi = jr t . (1.2.4) 

式 （1. 2. 4> 正 好是式 U . 2. 3>的逆命明. 

单射、满射和双射在不同的朽里有不同的称呼，例如，双射又叫一一对应. 
例 1.2.2 的映射/是申射，但不是满射.例 1.2.3 的映射 《:*r — x 3 ( R - 
R >是双射•例 1.2.4 的映射 M * dcL 4( M .( R >— R 〉是满射，但不是申射， 
W 为行列式值相同的矩奸不止一个. 

下 面再引进一些记号和槪念. 

设/是 A 到 B 的一个映射 . SgA •记 

/(S) = {/(x) I x6 S), 
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它是 B 的一个子集，称为子集 S 在/作用下的像. /( A ) 称为/的像 （ image ), 
i 己作 Im /. 因而有 

/： A-B 是满射 ㈡ Im / = f(A) = B. 

反过来，若 TeB , 记 

r l ( T ) = ue a I /( x ) e tk 

它是 A 的一个子粜，称为子集了在/下的 全原像 （inverse image ). 元索66 B 
的全顷橡 id 作/1紿>,它可能是空集.因此 • 

/: A，B 是 单射 ㈡ V 6 e /( A > 有 1/ *(6>卜 1. 

若两个集合 A 和 B 之间存在一个《射•則称 A 和 B 等势 （cardinal 
equivalence ). 一个无限集如果与 A 然数集 N •等势，則称之为 可数集 
(countable set 〉 ，否则称为不 可数集 （ uncoumable set ). 两个有限集合等势的 
充要条件是|/\丨=|川.但对两个无限锲合来说.即使是真包含，也 0 J 以是等 
势的. 

例 1.2.5 设 A «{0,1,2, …},月={1,2,3，，},定义对应关系 f x n 
n+\ (A - m . 不难验 ii / 足双射，所以 A 与等势.但 B (= A . 

例 1.2.6 证明实败 K 间(0,丨> 与 闭区间 [0,1] 等势. 

由于这两个縝合只差两个元家.我们可以类似例 1.2.5 那样取出两个真 
包含的可 数子锒来述立 一一 对应.然后冉在 K 余邡分之间建立 一一 对应关系. 


设 


〜叫。. 1 ^ ••卜 

边立(0,1>到[0,1]的对应关系 

，(+ H ， 炉(+) = 占，”彡 3 , 


VjevO,l)\A lf 

0然史是(0,1>到 [0,1] 的双射.所以它们等势. 

设 A ， B 是两个集合，所有力到 B 的映射的集合记作 B ' 即 

B A = {f\ f t A-*B), 

当 A 和 B 是有限集时，显然有 

I B A | = | B \ lA \ 

若/是 A 到 A fj 身的映射•則称/是 A 上的一个变换 （ transformation 〉. 
当 A 是有限集时, A 上的变换通常用••列表法”表示.例如，设 A = U , 2,3}，定 
SC A h 的变换/ 2,2 k 3,3 — 1 •则 f 可表示为 




两个映射在一定条件下可以进行 g 合运算.首先，我们来建立两个映射相 
等 的概念 .由于一个映射由定义域、定值域、对应关系三个因素决定，因此，两 
个映射相等必须这三个因家都相等，即如果当且仅 

当/\,=/\:,认=队 « V - r 6 A , 有/ •(■!■> = /, U ) 时，称/,与/ : 相等，记作 /■ 
= ft- 

类似于熟知的复合函数的《念，下面给出两个映射复合的槪念. 

定义 1.2.3 设 A , B , C 为三 个集合，有两个映射 
则由 /,•/: 珂确定一个 A 到 C ： 的映射片： 

= Vx6A. 

称 K 与/:的复合 （或 合成 Mcomposite ) •记作 /?*/*/,. 

对于 A 上的一个变换 / A , 若 V * r 6 A 存，称 / A 上的一个单 
位变换或恒等变换 （identity transformation ). 

关于映射的复合有以下性质. 

定理 1.2.2 设有映射 /M ♦仏•則有 " F 面的结论： 

(1) h ( K f ) = { hg ) f . (结合律> (1.2.5) 

( 2 ) hf = fi A =f. ( 1 . 2 . 6 ) 

要证等式 （1.2. 5>和 （1.2. 6), 只要根据映射相等 的撕念 ，对任意-个元衮 

x € A . 检验等式两边对 I 作用的结果是否相同. 

因为有 

/aC/r/iX-r) =/ a [/,/.(x)] 

= /.C/*(/.U))] 

= /,/»(/» U )) 



所以式 （1. 2.5> 成立. 

类似可证式 （1.2.6). 




8. 映射的逆 


类似于反函数，对映射有逆映射的 槪念. 

定义 1.2.4 设 B . 

(1) 若存在映射使尺/ = h •就称只是/的左逆 （left inverse ). 

(2) 若存在映射使 /A = J B ，躭称 A 是/的右逆 （right inverse ). 
(3> 若/同时有左逆和右逆 . B «! 左、右逆相等.称为/的逆 （ inverse ), 记作 

/' 此时称/可逆. 

对（3>,浠要证明•设政/一以，//« = “ •要证明片与力相等•按映射相等的 
定义，需讨论与/»(幻是否都相等.因为 

/?(/»> - gI H ( b ) =* gfhib ) 

- Cnf ) h ( b ) 

= lA ^ hib )) = h ( b ). 

所以 K = h . 

费注怠的珐•若 / 只有左逆或只有 A 逆 .W /未必可逆.下面给出/可逆 
的条件. 

定理 1.2.3 设 /: A — B . W 有下列结论： 

<1) /有左逆的充分必要条件为/是 单射* 

(2> /有右逆的充分必要条件为/是滿射 | 

(3> / ST 逆的充 分必要 条件为/是双射. 

证明（丨> 必要性，设/有 左逆/ {•若 / U , > = /(々>.两边作用 K ,n 
Kf ( x , >= 〆 (•!■:> •即 h ( i •卜 M _ r : >,得 * =_ r , ,所以 / 是单射. 

充分 性：设 /是笮射•定义 B 到 A 的对4关系 aj 为 

... /<»* 若 a 6 /( a > 且 /( a ) = 办， 

K = U ， 若 6 eB \/( A >， 

K 中 A 是 A 中任意取定的一个元索. 

因为/是单射，所以 > f (6> 惟一确定•故 AT 是映射.又 V & A 有 / f /( a 〉=- 
Af ( A )=“ ，所以 K f ^ I At W 其是/的左逆. 

(2) 必要 性：设 /有右逆/«,則13有//» (6)=6. 即/0(6>] = 6,即 
VA € 队存在 := h ( b ) 使 / U )= b . 所以/是满射. 

充分性：设/是满射，我们定义一个 B 到 A 的对应关系因为 
/是满射，存在一个 a , 使 /( a >=6, 于是•令 / K 6)= a , 則/ j 是6到 A 的一个映 
射， a 有 


fh ( b ) = f ( h ( b )) — f ( a ) — h . 




所以 / A =/ H •即 A 是 / 的右逆. 

(3) 由 （1) 和 （2) 可得. □ 

关于逆映射有以下 性质： 

( 1 ) (/ ') '=/. 

(2> 若《是 A —/ J 的可逆映射,/是 C 的可逆映射，则/«是的 
可逆映射，旦有 （/«> l ^g 1 / 

注意 id 号/ 的不同意义：舫面我们用/、幻表示6在/下的全原 
像，不管 / M 否珂逆.当/是0了逆时 ./"( A ) 既表示6在/下的全原像，也丧 
示6在/ 1 作用下的® .这二者是一致的. 

当 A 足有限集时， A 上的一个变换/可逆的充分必要条件是/是电射 
(或 满射〉 .这是闪为， A 是冇限集时 ./ 是电射.意味苕必是满射：反之•只贽 
f ^ A 上的满射 . W / 也是承射. 

习題 1.2 

1. 设 A 珐夯限集•用二項式定理 tf 明|2 4 丨 =2' 气 

2. 一个班有93%的人是闭员，80%的人担任过社会 T 作.70%的人受过 
奖励，问： 

(1) 受过芡 励的团 员至少占百分之几？ 

(2) 旅而有之的人至少占百分之几？ 

3. 在大干1000的正®教中，求： 

(1) 不能被5,6,8中任何一个整数镲除的个数》 

(2) 既非平方数也非立方数的个数. 

4. 设 求, 

U ) A 到 B 的单射有多少个？ 

(2) 当 m = 3^=2 时 M 到0的满射有多少个（对一般情形，求满射数的 
问 * 可参看文歒 [6] p . 52-53)? 

5. 证明（ 0,1> 与（一 oo,+oo) 等势 • 

6. 设/是 A 到 B 的一个映射，举例说明广是否 
成立. 

7. 设 | A |< oo ,/ 是 A 上的一个变换•证明以下三个命题 等价： （1>/是 
单射 I (2>/是满射 5 (3>/可逆. 

•8. 设 A 关0,证明不存在 A 到它的幕摧 AA 〉 的双射. 
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1. 3 _ • 7 C 关系 

本节主要讨沦集合元索之间的关系. 

1. 二元运算与代数系统 

由两个 堪合珂 以用如7方法构造一个新的集合. 

定义 1.3.1 设 A , B 是两个非空集合，由 A 的一个元素 a 和 B 的一个元 
索6珂构成一个有序的元素对所有这样的元素对构成的集合，称为 A 
与 B 的笛卡儿积 （cartesian product ), id 作 AXB •即 AX B = {( a .6) | a 6 

例 1.3. I 设•它们的笛卡儿枳是 

AXD = {( l . a ),(1.6).(2. a ).(2.6).(3.«).(3.6)}. 

例 1.3.2 设 A = = R •则 R XR = Uu > lu € SU 即是实笛抟儿坐 
标平面上的全体点的堆合. 

当 | A |< oo 和 | 川 < oo 时有 | AX 川 — M | • | ii |. 这狄是所 i « 的乘法厢理 
(multiplication principle ), ft ，儿 积可以推广»任意有限个集合上, 

A , X X •- X A . = { ( a , . a" … I <»• 6 A . C * = 1，2 

一个 A 到 ft 的映射 / 可以用 AX / J 的一个子祺来表 
示.用笛技儿枳还可以定义-个集合中的运算. 

定义 I . 3. 2设 S 是一个你空集合•若有一个对庥规则/,对 S 中每一对 
元家 u 和6郴规定了一个惟一的元索与之对应•即/是 SXS - S 的一 
个映射•则此对应规则躭称为 S 中的一个二元运算 （binary operation ) ,并衣 
示为 ti • hort 中“ • ”表示运算符. 

由定义可见，一个二元运算必须满足封闭性 ： a • 以及惟 一性： 6 

是惟一确定的. 

例如，在幣数集合 Z 中. 荇通的 加法与乘法都是二元运算. 

实数域 R 上的全体 n 阶可逆方阵的集合，记作 GL ( n,R ) 或 G/~(R 矩 
阵乘法是一个二元运算，因为两个可逆阵之积仍为 ST 逆阵.而矩阵加法不是二 
元运典，因为两个可逆阵之和未必可逆，因而不满足封闭性. 

用类似的方法也可给出一元运算和多元运算的概念. 

有了运算的概念•就珥以给出代数系的确切定义. 

定义 1.3.3 设 S 是一个非空集合，若在 S 中定义了一种运算 • （或若 
干种运算+， •， X 等） ，则称5是一个代数系统 （algebraic system )， 简称代数 
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系，记作 （ S , • )或(5, + , • > 等. 

例如，前面提到的 （Z , + >,(Z , • >,(Z , + , • ),( GL.(R ), -)等 都是代 
数系.近世代数就是研究各种代数系. 


2. 二元关系 

我们经常需要研究两个集合元家之间的关系 或者一 个集合内元素间的关 
系.例如在矩阵集合中两个矩阵的相似、相合等关系，在向员空间中两个向铍 
是否线性相关等. 

定义 1.3.4 设是两个集合•若规定一种规則使对任何和 
对任何均可确定《和 A 是否适合这个规则，若适合这个规则，就说 a 和 
A 有二元关系尺 •记作 “似》,否則记作 aR'b. 

A 和 B 之间的-个二元关系 K 也可用 AXB 的如下子集来 表示： 

S k = Ua.A) I a 6 A，b € H,aRb). 

反之， AXfl 的仟何一个子集 S 也确定了/\和之间的一个二元关系尺⑺ 

气且仅当 ( ti . wes . 

在的面提到，一个 A 到 B 的映射/可用 AXB 的一个子集來次示，因而 
/也确定了一个 A 和《的二元 关系： 

j^Ky « y =/( x ). 

记号 “命迪命独 2”丧示命 e 丨与命肤2互为充分必要条件，或荇说它 
们互相等价.而 ici 吁“命耽命扭2”炎示由命歧丨可推出命题 2. 

例 1.3.3 设 X ={ aJ f ). Y =( c . ( /. e\.X ft V 的一个二元关系 0 规定如 
下,如00*^， < 10'6^^,6 0 ’ < /,6 0 6它可用 XXV 的子集 
(6，《>}来表示. 

例 1.3.4 在实数集合; R 中，定义二元关系为小于等于<•则此二元关系 
可表示为 

Ua,b) I u,6 6 R .a <6}. 

例 1.3. S 在粮 数集合 Z 中锒除关系也 M —个二元 关系： 

Cl I 办 ㈡ 存在 r € Z 使 b = ac . 

3. 等价关系.等价类和商集 

等价关系是集合中一类电要的二元关系•读者在线性代数中已经学过，它 
的定义如下. 

定义 1.3.5 设〜是集合 A 上的一个二元关系•满足以下 条件： 

(1) 对任何有“〜 a . (反 身性） 
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(2) 对任何 A 有 a 〜々=>/,〜《/. (对 称性) 

(3) 对任何 d ，6， f € A 有 a 〜6和6〜 f => a 〜 f . (传递性) 

则称〜为 A 中的•个等价关系 （equivalence relation ). A 的子集 J = <- r | 

〜 u 丨即所有 ^ a 等价的元家的集合，称为 a 所在的一个等价类 
(equivalence class ),a 称为这个等价 炎:的 代表元 （representative element ). 

例 1.3. 6 设《是一个取定的正粮数•在 Z 中定义一个二元关系5 
(mod w ) 如 T : 

a ^ b (mod w ) c=>w | (ci — b ) % 

这个二元关系称为檟"的同余（关系 Xcongruenceha 与6模”同余指 “和办 
分別用《来除所得的余数相 

同余关系是一个等价关系.每一个等价类 《 = 称 

为一个同余类•或 剩余类 （congruence class ). 

例如9=2 (mod 7).-2=4 (mod 6).-1 = 1 (mod 2> 等. 同余关系釘许 
多实际背饫.例如，如果两人的生«相同，蜊他们的年龄桁12閜余《如果两人 
郎足®期一出牛•则他们活 到今天 的天数 ffi 7 M 余，等等. 

例如，对同余关系 **-»(fnod 6 r •有 W 余类.每一类的代表元 
不迸惟一的，如行='^==^=11=^..，1=7=' =: ^=1^=."，本1$将其中每一类 
中 ft 小炸负供数的代丧元命名为正 W 代表元 （regular rcprcscninlivc 
dement ), 它楚惟一确定的•就是带余除法的余数.以后我们尽麻用正则代衣 
元来代衣间余类 . M 余类 的记兮 珂以不有的书采用方括号表示，如[0],[1] 
等.总之应以简咿为好. 

问余关系是一种非常敢费的芩价关系•以后将把它推广到其他 类哦的 N 
余关系. 

等价关系冇以下 性质： 

(1) 5=6•即等价类中每一个元家都坷以作为代表元. 

(2) 对仟 M 两个元素 a 和 A •或有5=6,或有 a fU =0. 

这是因 为如果 ci 〜6.则由（1)得5=心如果不等价于 6) 而^门办关 
0，可取 reaf ) 占•则有和•〜 a 和 c 〜 b ^> a 〜 b ， 矛质.故& C\b = 0. 

为了进一步描写等价类的性质，下面引进集合划分的概念. 

定义 1.3.6 设 A 为非空集合，人为 A 的一些非空子集•其中/为 
子集疋的脚标《构成的集合，若有 

(I) u a. = a. 
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(2> 当心身6/且《内9•有 

则称为 A 的一个划分或分类 （ partition ). 

等价关系与划分有以下关系. 

定理 1.3.1 设〜为非空集合 A 中的一个等价关系，则等价类集合 
是 a 的一个划分 :反之 . a 的任何一个划分彳决定了 A 中的一 
个等价关系 w 〜6 ㈡ 有 a €/ 使 

证明由等价关系性质（2> 立即可得定理的前半部分.对定理的后半部 
分•只要证明由 A 的一个划分彳 A . U 6 />所确定的二元关系 R ： aRb ^^ o€l 
使“，•满足等价关系的三个条件.对任何为 [ jA . = 必存 

在 a €/ 使《€ 疋， 所以“ 〜“， 对称性》然滿足.乂若 a 〜 A ,6 〜 r , 即 

可得关0•由 W 分性质得 = •故人，《〜 r . 故传递性 
成立. □ 

集合 A 对某个等价关系〜的所有等价类构成的集合，称为 A 关于〜的商 
ft (quotient sei > •记作 A / 〜•即 

A / 〜 -■ {a 丨 a 6 A }• 

它足 的一个子集.这里我们用同一个记号 a 表示在不同场 合下的 两种意 
义；在 A 中 d 衣示/\的一个子柒，而在/\/〜中表示它的一个元家 . 

例 1.3. 6 中粮 数集全 Z 对換 n 的 M 余关系有《个等价类，它们足 
0 = {- b / U 6 Z K 

1= {fei + 1 ue z >. 


*= {kn + in-D U e Z }• 

2对《(1«0€1 »!> 的商集记作 

2 • = Z / ss (mod n ) = {0, T ,— t n — 1). 

例 i .3.7 在全体 2 阶实矩 阵糗合 M ,( R ) 中定义二元关 系〜： 

A 〜 B ㈡ deiA = detti. 

不难证明这是一个等价关系.每一个实数 r 对设一个等价类，其中所有的矩阵 
的行列式都等于 r ••在这个等价类中可选矩阵& D 作为代表元，故这个等价 


类可表示为 


(o °i) = l(c 叫， 


商集为 
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M Z (R 、/ 〜= 



4. 偏序和全序 

定义 1.3.7 设 S 是一个集合,<是5中一个二元关系满足 

(1) 对任何(反身性） 

(2) 对任何 ■roeS 若有 且: y<x=>r = ： y, (反对 称性〉 

(3> 对任何 • r ， < y ， z 6 S 若有且7<*=>1<*， （传递性） 

则称<是 S 中-个 偁序 （partial ordering)，S 称为偏序集 （partially ordered 
set or pose »> • id 作 （《 S .<). 

若 ( S ，<) 还确足 

(4> 对任何 • r . yeS 均有 或） <« r ， 

则称<为5中的一个全序 （ u>ial ordwin K >,( S ,<> 称为一个全序集 （totally 
ordered set ). 

偏序集与令序坩的区別只圮在于，在全序集中任何两个元索均有序的关 
系•而在偏序集中则不一•定.我们规定 .《 序集的子集仍 M —个偏序集.两个元 
帟若有 J-^y 且 为 Jr < y . 

例 I . 3 . 8 设 A 为任意集合在 S 中圬义二元关系 ㈡ 
xGy •則不难检骑5对<觸足定义1.3.7中条件(1>、(2>、<3>,故(5,0是偏 
序集*但不是全序集. 

例丨 .3. 9 在正粮 数供合 Z • 中定义 <为》除关系，即 ㈡ d |6, 则 
(Z • ，1>足 偏序集 •而不是 全序粜.但如果在 Z •中定义< 就是件通的 小于或 
等于关系 . wy(z • 是全序集. 

可用 Hasseffl 来表示一个偏序集.例如 . S ={1, 2,3, 4,5,6}, <为粮除关 
系 . S 中每 一个 元索对应阁中一个点•若且不存在《 6 S 使1<!1<夕，则 
称 y 覆盖 （ covert , 当 _y S 盖时，在图 中点: y 与点 
• r 之间有一条边相连，且点 y 在点 _ r 的上方.我们可 
从任何一点幵始按此蟪则阔出所有的点和边.这样 
得到的阁就足偏序集的 Hasse ffl . 对这个特殊的例 
子作出的 Hasscffltaffl 1.4 所示. 

全序集的阁 是一条竖链. 

下面给出偏序集 （ S ，<> 中 S 大（小）元、极大 
(小） 元以及子集的上 （下〉 界的溉念. 

(1>设•若对任何 x € S 均有，则称 ； gS 的最大（小> 
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元 （maximal ( minimal ) element ). 

(2) 设 afS ， 若= 则称 a 是 S 中的一个极大 （小〉 元 
(maximum ( minimum ) element ). 

<3)设了是 S 的一个子集若对任何 •均有 r < a ( x 彡 a ), 就称 
«是了的一个上（下）界 <upper ( low ) bcHirnn . 注意子集的上 （下） 界未必在此 
子集中. 

(4> 设是丁的一个上界，若对 r 的任意一个上界 ，均有 
则称 a 是了的最小上界 （ leas 丨 upper bound ). 类似有@大下界的槪念. 

例如 ， Zt ={1,2,3, …丨是正整数集，它对®除关系构成一个偏序集，设 S 
■{1，2,3,4,5,6}， S 有最小元1，无最大元，在 Masse 用上（见图1.4>， A 小元 
位于 最底层 .4,5,6 »是5的极大元 . SftZ 中的上界有很多，4,5,6的公倍 
数邢是•但®小上界只有一个•即4,5,6 的鏺小 公倍数60.这个上界不在 
5中. 

ift 后我们绐出全序集的 ft 序件的罐念. 

定义 1.3.8 设 A 为全序集，若 A 的任何作空子集都有 煨小元 ，则称 A 
是良序集 （well ordered set ). 

正粮数 • 是 ft 序集.设 M MZ • 的任意一个非空子集，可在 M 屮仔取 
一个数，设为 n ， 则 M 中小于或等子 W 的敫 R 有有限个（不多于 n 个〉， 故存在 
一个 ft 小数.所以是良序旗. 

粮 数集合 Z 对件通的数的大小 + 序的.但珂对 Z f 〖新规定序使其成 

为 ft 序集. 

由正整 数集的良序件 可徇以卜的 数学归纳法原 

定理 1.3.2 设 M 是由正整数构成的集合，若当时必 
有•则 M 是正®数供. 

证明设 NW \ M , 若 / V 关0則由的良序性知 N 有好小数 
W «6 M 知由 a 在 N 中的极小性知于是 a -l 
6 M , 由定理所给条件得 a ^ M •矛语 .所以 N =*0, 即 M = Z 4 . □ 

如果一个命题号正整数有关.根据定理 1.3. 2,有以 F 的荇通归纳 法：首 
先证明命题对丨成之，然后煆设命®对《—丨成立，若能证明命题对〃也足真 
的，则此命题对所有正粮数都是真的. 

数学归纳法还有另一种形式先证明命 S 对丨是真的，然后假设命题对 
所有小于《的正整数都是真的.若能证明命題对，;也成立，則命题对所有正粮 
数郎成立. 

数学归纳法可以推广到任何 R / T •集•这就是所谓的超限 IU 纳法. 
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定理 1.3.3 (超限 H 纳法 原理〉 设 ( S ,<> 是一个良序集， P (_ r ) 是与元素 
有关的一个命题.如果 

(1) 对于 S 中的最小元〜，尸(“。>成立， 

(2) 假定对任何 x < a , P ( x ) 成立，珂证明尸 ( fl > 也成立， 

则忾00对任何 *res 都成立. 

习 fi 1.3 

1. 设八={1,2,3,4,5),在2< 中定义二元关系〜〜 T ㈡ |5| =丨71.证 
明〜是等价关系.并写出等价类和商集 2 A / 〜. 

2. 设 S-{0,1 ,2,". •»!>•/JIJVMR 〉到 S 的 映射: /(A) = RM>, 

M„(R ) •求由/所决定的等价关系，并决定等价类和商集. 

3. 在 R ( C > 中定义二元关 系〜： A 〜 B ㈡ 存在 />€从（(：>且如/^0使 

P •证明〜是等价关系，应选什么样的元家作为等价类的代 表元逊 

简单? 

4. 设 S 捋实/"介对称矩阵的集合，定义 S 中二元关 系〜： 非 
奇 W "阶矩阵 c 使 c ' Ar = B •证明〜是 S 中的一个等价关系•并求 is / 〜 I . 

5. 垠一个偏序集但不是全序集的例子•并_出它的 Hasscffl. 

6. 已知两个偏序集的 Hn S 5 cffl 如 ffl 1.5 所示•分別写出这两个《序集及 
W 序关系. 




图 1.5 

7. 用两种方法对 Z 定义序，使它成为一个良序集. 

1.4 整数与同余方程 

整数集合是大家最熟悉的数集•它在近世代数中也是最基本的代数系，所 
以有必要对有关整数的性质作一系统的锒理和补充. 
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I . 整数的运算 

在整数运算中有 以下两 个基本定理. 

定理 I . 4. 带余除法定理 .theorem of division with residue ) 设“， A 6 Z • 
A 关0,则存在惟一的整数满足 

a = qb + r 9 0 ^ r <| 6 |. 
r 称为楔 6 的余数 （ residue ), 记作 

a mod b ~ r . 

若 r =0, 则“=扣，称 A 轚除 u , 记作 6 | d ，这时 •称 6 是<1 的因子 （或因数〉 
(factor 或 divisor)»a 是 6 的倍数 （ multiple 〉. 

注意余数 id 号 a mod A = ； •与 1.3 艿中的同余记号的关系•两个幣 数換” 
同余就 是携〃 的余败 相等： 

as 6 (mod n)<=^n | (a— A)€=>a mod n=b mod n ㈡ (^ qn + b . 

如果一个大于 1 的 正整数 P 除了丨与它自身外没有其他的 正因子 ，就称 
P 是索数或质数 （ prime ). 

定理 I . 4. 2( 算术杀本定理 .〖undamemal theorem of arUhmelic 〉 每一个 
不等于丨的正整数 a 可以分解为索数的幕之积： 

a = PV p'i … 〆 • • 

其中 P 、 如…， P , 为互不相同的家数, •.除 W 子的次序外分解式垃惟 
一的.此分解式称为报数的标准分解式 （standard decomposition ). 

这两个定理的证明在这里不再叙述，读者 S 〖在许多书中找到（例如 [ I ]). 

2 . 最大公因子和最小公倍数 

设 •不全为0,它们的正《大公因子记作•正 M 小公倍数记 

作 [4 

崧大公因子的计算除了熟 知的糠 转相除法外，还可利用算术基本定理. 

设 4 •由算术基本定理可将它们表示为 

a =* 〆 ■沖 •••〆 .， 
b = P \' pi T — P *.' . 

其中 /•, A 为互不相同的索数 y ,(* = l ,2, … ， 5 ) 为非负锒数•某些 

可以等于0 .令 


a , = min{j 1 , < y,} (*• = 1 ， 2•… ， s〉• 

p, — inax{j, (* = 1,2•…，>)• 
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则 


(a t b) = p\< pV •••〆 ■， 

[>•6] =的 pP … 〆 • 

且有 

oil = Ca,b) • fa.A]. 

最大公因 f 还有以重要性质. 

定理 1. 4. 3( M 大 公因子 定理 ， theorem of maximal common factor ) 设 
a,b ^： Z ， a，6 不全为 p，《/€Z 使 

pa+qh = d. 

证明作集合 A={ra + ^€ ZMr .5 eZ }. 


首先 iff 明 A 关 0 .由于 “ A 不全为 0, 必存在 r , s 使又因为 
—(ra + jft) = ( ~r)ti + ( — s)6, — r, —Z，ra + j6 与 一 （r<a + 4> 中必冇一个 
为 正粮数 ，所以次•由正粮数集的良序性 ， A 有 ft 小元，设为 L 并设 
d=pa + qb . 下面证明 d =( a , b ). 

先证设由带余除法得 flsd + AtX / JCkl， 即芦 = a - W =( l- a /») fl 
4-(- o 7>^ eA.jlj d 的最小性得尹= 0•所以 a ^ ad ^ d \ a . 

类似可证•故 c / 是 a 和6的公因子. 

设 M ft U 和 A 的仔一公 W 子 •由 ！ I |fl |6得 M I (/>«!+#>. 即 M | t /. 所以 d 
是《和6的 M 大公因子，即 □ 
珂用辗转相除 法求得 P . g . 

例 1.4. 1 设 fl «51425,6*13310 •求及 pa + 

qb = J . 

解 用辗转相除法得以下 结果： 



51425( a ) 

13310( A ) 

3 


39930 

11495 


1 

11495( r .) 

1815(0 

6 


10890 

1815 


3 

605( r ,) 

0 



a = 3厶 + r " 

厶= n + r ” 
n = 6 r z -f r 3 , 
rj — 3 r ,. 


于是.得 




^=rj = 605, 

d =^-6^=^-6(6-^) = 7^ -66=7( a -36)-66 
= 7 a -276， 

故 p=7,(7=-27. 

[a,A]=aA/(«i,^)«51425X13310/605 = 1131350. 

我国古代发明一种递推算法，叫做大衍求一术 [ M , 尤其适合于编程•用计 
算机计算. 

设 d >6>0, e / = (“,6>, 用下列递推公式求出4个 数列： { rj ,{ 办丨， 

id t ). 

r^t *= + r» f 

- c . = <? 〆 卜 I + f*-2 • (1.4.1〉 

山 = «/»</*_•+ «/*-*. 

其中初值为 • 

r-i * a . r 0 «= A * 

r-i = 1. fo = 0| 

d x « 0 . d 0 = l . 

々 = 0,1, 2 •…， n , w + l . fi 至得到 •- O.WJ 

«/ ® ( a . A ) = r ,， 

户* =( 一 1 广 1 … ^ = (― 1 ) a d a , 

满足 d - pa -\- qb . 

证明 U > 首先用归纳 法证明 下式： 

r, = + >•*/•/»• 

k = 1,2,••••”. (1.4.2) 

对々应用归纳法.走 = 1 ，由 a = g , 6 + r, , fi = 1 , t /, = 9 , W n — c/|6 = cia + 
(一 1 V 46, 式 (1. 4. 2> 成立.设•且对小丁 • A 的所有正整败公式 (1. 4. 2〉成立. 
由式 （1.4.1) 和归纳假设得 
r» = r*_, — q k r^ 

= (- 1 广，+ (一 1 
- 9»((— + (- D ^ d ^ b ) 

= ( 一 1” _i EVm + «?*(*-• ]a + (— 1 )*[</h + 9*0 

故式 （1.4. 2) 成立. 

(2) 再证 = 1,« —2, —,2,1,0, —1. 

由于 r , + J =0, r ,_, = q m ， ir m - i - r m . J - q m . t r m 和 t /= r •，故 卜， ■ • 
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假设 


得 


以此类推，珂得 d 


, 0 ,- 1 . 


(3) 证明 J =( a , b ). 

鈐先有 d = r m ~ pa + qb . 

由（2>得•所以 d J | 
的公 W 子，则由 c /= pa + vA 得•所以 t 
珥用下表表示大衍求一术的计算过程 


b 的公因子.若/也是 a 与6 


与6的最大公因子. 




• p = (-D^'f.. 

q = 

例如•求 t /=(187,?21> 及 A ，<7. 作表计算如下 



得到 


d = 17, 

P = (- ir »5 =-5, 
9=(- l )'6 = 6. 






3. 互索 


若 满足（< 2 , 6 > = 1 •则称 a 与 h 互索 （relatively prime ). 

关于整数间的互索关系有以下性质： 

(1) (a ， 6) = l«3/»,9€Z@ pa 十 qb=l. 

( 2 ) a |6t 且 ( 0 , 6 )^= 1^>0 |c. 

( 3 ) 设 a 为索数.則有 

小 或 卜. 

(4) (<i.6) = 1 ,(a,c) = 1=»(0,^)*= 1. 

(5) a |r,^|r 且 (<i.6> = l ， a6|f. 

(6) Euler 函数 ：设” 为正整败 ，以 … 为小于 n 并与 n 互素的正粮数的个 
数.若 n 的标准分解式为 

n * pV P ? … 〆 •• • 

W f J 

——”(1 -女 )(1 一士) •••(1-±). 

证明利用包含与抹斥原琿. 

设 A , »{不大于; I 且是久的倍败的正》败> 




由包含与排斥原理可得 

a 

妒 (”> =* n - | U A * I 


I a, i+^2 \ a. r\ a, I -… + ( - iv| 以 _| 

〜 ( 卜客女 + 站 -…+ 卜 ”.^;) 


同余方程及孙子定理 


关于同余 的溉念 舫面已经介绍过了，下面介绍同余方程的概念和解法. 
定义 1.4. 1 设 ,rn6Z t ,則 
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例 1. 4. 2 解同余方程 1215 jt =560 (mod 2755). 

解按上述步骤求解 如下： 

(1) 求 （ a ， w > = (1215,2755>=5 •因5|560,故方翟有解. 

(2) a , =1215/5=243,私=560/5 = 112, m , =2755/5=551. 

<3) 由 （〜，叫 ）=1 •用转辗相除法可求得满足 ra ,+ sm,=l 的广 = 一 195, 

5 = 86. 

(4> 方程的解为 

x =- 195 X 112 + /. 551 (/6 Z ) 

= 200 4*551/ (/ 6 Z > 

或 

x =- 200,751,1302,1853,2404 (mod 2755). 

下面讨论同余方程组的求解问 0. 设有以下同余方程组： 

x s 6 |(mod mi ), • 

J mod m »), 

(1.4.6) 

• •• 

j « 6 *(mod m «). 

求满足此 方稃组 的解. 

关于同余 方裎组 •我闻占代数学家有不少杰出的工作 .（ 孙子 算经} (公元 
舫后）中提出以下问 a : 

“今有物不知其败•三三数之剥二•五五败 之輛三 ，七七败之剩二，问物 a 
何？ ”“答 h 二十三 

它的意思足，要求一个败 .它被 3除余2•被5除余3•被7除余2•求此败. 
答案为 23. 

用同余方程来表示，就是求膺足7面方程纽的 I : 

x >s 2 (mod 3). 

-J s 3 (mod 5), (1. 4. 7) 

x ss 2 (mod 7), 

x = 23 是它的一个 特解. 如何求它的二般解呢？ 1593年明軔的 《算法 统宗》对 
更一般的同余方 程组： 

x = a (mod 3), 

j s 6 (mod 5), (1.4.8) 

x c (mod 7), 

用一首馱道出了它的一 般解： 

三人同行七 十稀， 

五树梅花廿一枝， 
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七子 闭脚粮 半月， 

除&零五便得知. 

用式子表达，方程组 （1.4. 8) 的解耽是 

J -= (70 u + 216+15 r ) (mod 105). 

对于更一般的同余 方程组 （1.4.6) 有以下著名的孙子定理，又称 中国劂 余定理 
(chinese remainder theorem ). 

定理 1.4. 5( 孙子 定理） 设彡 1) 为*个两两互家的正整 
数•令 

M = — m,M, = m.M. = — = rn,M, % 

则同余方程 （1. 4. 6) 的一般解为 

•r = + … +6* c * M * (mod M ) (1.4.9) 

其中 O 是满足同余方稈 

• M,x s 1 ( mod m .) (1.4.10) 

的一个特解 ， i = l ,2, … 

在证明 这个定理之前•先用它来求解舫曲的同余方程 U . 4. 7>, 然后冉证 
明此定理. 

W 为 m ,*3. m ,=5, / n , = 7, 所以 M =105, M ,=35. M 2 =21, M , = 15. 
解方秤 


35 j =1 (mod 3) 

得 fi -2. 

解方稃 


21 j - s 1 (mod 5) 

得 r , = l . 

解方程 


15 j «1 (mod 7) 

得 r , = l . 

由式 （1.4.9) 得方程 （1.4.7〉 的一般解为 



j s 2 X 2 X 35 3 X 21 + 2 X 15 

= 140 + 63 + 30 = 23 (mod 105). 

方程 （1.4. 8> 的一般解由公式 （1.4.9) 正好得到那首馱所述的结果. 

下面证明孙子定理. 

证明只要证明以下两 点：式 （1.4. 9〉是方程（1.4.6〉的解；方程 （1.4. 6) 
的所有解均在 （1.4.9) 中. 

(1>式（〗. 4. 9>满足方程 （1.4. 6) 是昆然的，只要把它代入方程 U . 4. 6>的 
每一个方程进行验证即可. 

<2> 设^是方程 （1. 4. 6) 的任一解•证明 : y 包含在式 （1. 4. 9) 中. 

J 满足方稈 （1.4. 6>中每一个方程•因而有 



整教与同余方程 


y = b ,(mod m ,) (i = 1,2* — ,4). 

设为由式 （1.4.9) 决定的解，因而有 

■T 一 jy 妄 0 (mod m,) (，• = 1 ， 2 ,…， 

故 m , j (/=1.2,…•走）， 

乂因为 （ m .,/ w,)=l (I 关 

所以 

即 (mod M ). 

也就飪说> 被包含在式（1.4.9>中. □ 

我们可以把求同余方程 mu . 4. 6>—般解的孙子定理归结为以下几个 
步骒： 

(1> 求 H = 1,2 

(2) 求一次同余式 

M,j = 1 (mod m .) 

的任何一个特解 

(3) 代人式 （1.4.9), 則得方程 <1.4. 6>的通解： 

x s b t i'i M , +~ f : M ••十… - i - biC , Mt(mod M ). 

作为孙子定押的一个应用•下曲对本节前面已经证明过的 Euler 函数 
以//>,利用 M 余性质和孙子定 lift 新加以证明. 

例设 #;*> 是 Enkr 闲数，則 

(1) ^( m ./0 = l.|W 

(2) 若 w = 於沖… 〆 ••則 

—…(卜 士 H 1 音(卜奸 

证明 （1> 设 n = mA .( m . A ) = l . 赛证明等式炉（》> =炉 （ m >免（务）•一个常 
川的方法是构造两个集合，然后}14一一对应关系•从而证明等式.为此，令 
/\ = {x | 1 < j - < n 且= 1), 

B = {r \ 1 ^ r < m — 1}, 

C = {5 I l < s < 务且 （S 
m \ A \^ 9 ( n ),\ B \= 9 { m ),\ C \=^ k ). 

作映射 /•• A -^ BXC , j - (，，^八其中^ mod m — r,x mod k = s . 

先证 / 足 单射. 若有 A 使 j , mod m = xj mod m = / •和 _ r , mod k 
mod /r = s ， 则得 /w I (j*, — j ,) 和 ^ | ( j, — x ? ). 又由 （ m , 务 > = 1 得到 mk = 
x 2 >， 所以 j , = x *. 因而 y ■是单射. 




再证 / 是满射. V ( r ， s )€ BXC •构造同余方程组 


I：：! 


(mod 


(mod 

中方? 


由于 m 与々互素，由孙子定理知在 A 中方程组有解 _ r . 因而/是满射. 

综上所述，/是双射，故有 | A | = | BXC | = | B | • | C |, 即 y ) U ) = 

< p ( m ) tp ( k ). 

(2) 对 s 应用归纳法与 / i 不互素且不大于”的 正锒数 （包 
括 n > 为灼 • 2AO />i •共 />V — ’ 个•所以， 9 ) ( n > = /! — pV •* = 

«(1 —古)，公式 成立. 

假设公式对 s _ l 成立.要证对 s 成立. 

令 m = p\i 仲… •务== 〆 •，則 n = mk 且 （ m , 务 > = 1. 由归纳假设得 


<p(.n) = tp{m)<pik) = m|l — p")*** — ~~)〆• (1 - +) • 


所以公式成证毕. 


习厘 1.4 


1. 设 0 = 493, 6=391，求 <« i ,6)，「 a ,6] 及 p.geZ 使 pa + 妙 ■ ( a ，6>. 

2. 求 ” = 504的标准分解式和 

3. 团体搡衣演过程中要求队伍变换成10行、15行、18行、24行时均能成 
长方形，问霈要多少人？ 

4. 设•則不定方程 fl T + 6 ：y = < •有解的充分必要条件 
是 ( a .6) | c . 

5. 分别解同 余式： 


(1) 258 j =131 (mod 348) 


(2) 56 j *=88 (mod 96). 

6 . 解同余方程组 


K 3 (mod 5). 
7 (mod 9). 


7. 韩信点 兵：有 兵一队•若列成 5 行，埘多丨人；成6行，多5人：成7行， 
多4人；成11行，多10人，求兵数. 




第丨幸小结 
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第1章小结 


第1章的内容虽然有些是读者熟知的.但也有一些内容读者并不一定都 
熟悉.蒞要電点学习的. 

1. 关于等价关系、等价类及其代表元、商集等《念的理解和表示方法 

等价 关系： 集合 A 中的一个二元关系〜满足反身性、对称性、传递性. 
等价类 ： 〜 a }, 可 用其他 id 号如 0], 艮表示. 

商集： 等价类的粜合 ，记作 A / 〜 = 

2. 代数系= < 集合，运算） 

它的槪念迅然简单.仴 它是® 个近泔代数的起点，不同的集合和不间的运 
算可定义不同的代数系•甚至可裉据淹要定义新的代敖系. 

3. » 数运算的几个重要公式 

(1) 带余》法定理《 泌关0.則存在惟一的… = + r 

且 0< r <| M . 并 i 己作 u mod b = r . 

(2) IP 数银合中模 / i 的同余关系 ii ! 作爸 (mod 即 a 畜 b (mod | (a — 

b ). 

等价类为 ▲ = {«/" + 々} ./ t =0 ,l 1. 

对应的商集 i 己作 

Z . = Z / s (mod n ) = {0,1,— ,n — 1}. 
id 号 a mod n = r 与 id 号 (mod n ) 的区 别 : a mod n^r 中的 r 是 a 被 
w 除所得的余数， 0< r < n . 而 a 在 b (mod 中的 a 与 6 只埔足 n | (a —6>, 无取 
值范围的限制. 

(3> 算术基本 定理： 每一个大于1的正整数” n 了分解为素数的幕之积：„ 
= PV 灼 …〆 

(4> Euler 函数： 设大于1的正整数”=妁仲… 〆 ■，则小于”并与 w 互素 
的正整数的个数为 —”> = ”(1 一士) 一(1 —f ), 且满足当 （ m ,*〉= l 时，有 

tp ( mk ) = < p ( m )^>(, k ). 

(5) 最大公因子定理（或 Bezaut 公式〉 ：设•不全为 0, d = (. a , b ) , 
则存在 P , q € Z 使 pa-bqb = d . 计算方法有转辗相除法，大衍求一术等. 

<6)关于互素关系 有以下性质： 

① （ a ，6) = l <=> 3 />， g€Z 使 pa -\- qb ^ 1. 



?| 言扣預备知识 


② “卜 c 且(“， 6) = l=>ti | f . 

③ />为家数•且 p \ ab^>p \a 或/ >| A . 

④ （ a ，6> = 丨且 = (“, Ac > = l . 

⑤ a | f ，6卜且 ( a ，6>= l =>“6| f . 

4. 同余方程 

(1) 一次同余方程 ： (mod m)(ajtO (mod m )> 有解的充分必要条 
件是 ( a , m >|6, 且有解时通解为 

jc s p 6, (mod mi ) 或 j ： = pb 、 + ，I 云2， 

K 中 ， W | ，/> 的意义如 f -.a =ai ( a , m ) ,b = bi (a % m ) ^ m t ( a * m ) t pa , -\- 
qm x = \. 

(2> —次同余方程组的求解方法有孙子 定理. 此定理不必背下来，只需 
会用. 

设叫•叫，为两两互家的 正粮数 ，则一次同余方程绀 

x & 6| (mod m ,) , 

x = b t ( mod m t ) % 

• •• 

s ^ b t ( mod m ,) 

布解， « 解为 


x a - f - + … + 6* c 4 M ,( mod M ). 


其中 M = w , m ,—j 


. 2 ,-. 

(mod 


• * if . 为同 余方秤 


的任一 •特解 ，*=丨，2, …，是. 




第 2 章群 论 


前面已羟提到过，近世代数的研究对象是代数系.最简单的代数系是在一 
个集合中只定义一种二元运算，这种代数系就是群.它也是最具代表性的一种 
代数系，把它珲解透了可起到举一反三的作用，再学其他的代数系也就比较容 
易了.这一章是全书的核心，务必细读. 

研究群的方法在近世代数中具有典 S 性，大致 SJ 分以下几郎分：首先足群 
的基本槪念和一些典型的例子：其次&研究群内的元素与子舴的性质.并由此 
得到商 群的槪 念；第三是研究两个群之间的同构与同态的关系《最后是与群的 
应用行关的一些问如群对集合的作用等.这四部分内容将按逻辑顺序互相 
穿插讲述.下曲鋅先介绀群的蓽本概念. 

2.1 基本槪念 

找们拧宄抬出半 舴和财 的定义，同时给出与 ff 的定义等价的儿个性质，以 
便从不间的用度来 畀群. 使我们对它冇较全面的了解 . M 时给出大 M 有代表性 
的例 f , 使我们对群的琛解不再停和在抽象的定义上，而有 了一些 A 体的 

1. 群和半群 

群是由一个集合和一个二元运算构成的代数系，它在近世代数中是 ©蓽 
本的一个代数系. 

定义 2. 1.1 设 G 是一个非空集合，若在 G 上定义一个二元运算 • 满足 

S ,, 结 合律： 对任何 有 - c=a - (6- c ), 则称 G 是一个 

半群 （ semigroup )， id 作 （ G , • 若 （ C ；. •) 还满足 

* S 2 s 存在单位元 *• 使对任 Ha 有 e • a = a • e — a . 

S 3 :对任何有逆元 a ‘使 1 = e . 

则称 ( G ，•） 是一个 © Ugroup ). 

如果半群中也有单位元.則称为含幺半屏 （ monoid ). 

如果群 ( G , • f 适合交 换律： 

对任何 a , b^G 有 a • b=b • a . 
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则称 G 力可换群或 Abel 群. 

由于定义比较长.通常把群的定义槪括为四 点：封 闭性，结合律，单位元和 
逆元，以便于 id 忆.这里封闭性指运算结果仍在 G 中的意思. 

例 2. I . i 整数集合 Z 对#通加法构成的代数系 （Z , + >,结合律成立，有 
单位元0,任意一个元素 j 的逆元是 一 X , 所以 （ Z . + ) 是群.类似地 （ Q , + >, 
(R , + >,( C , 十〉 也是辟，且这些群都是 SJ 換群. 

但对普通乘法来说 ，（Z , • >不是群.因为除1和一 1外.其他元索均无逆 
元 .（：• • >只是一个含幺半鮮 . ， • >,(R , • >,(C , • )也不是群，因为元 
隶 0无逆元.如果把0 元排除柃，令 Q - = Q \{0 KR *- R \{0 },C * = 
CM 0}, 则 （CT ， • >，（R • , • ).( C - . • >鄒是群. 

这类群我们统称它们为数群. 

例 2. 1.2 设 A 是集合，5 = 2\在 S 中定义二元运算为子集的并 U . W 
为对 U 结合律成立•所以 （ S . U ) 是一个半鮮. 又因对任何 X 6 S . W 0 UX - 
:垃笮位元•故是-个含幺半群•类似 ，（. s , n > 也是一•个含 
幺半舴 ， m 它的枣位元 ® a . 

例 2. 1.3 设是-个 n 位二进制数码，称为一个码 w . 55足 
由所介这样的码阂构成的祺合.即:或1 ,/=丨，2,…， 
/»}. 

tf. S 中定义二元运算 + : 叫…=6 •… A ,， u », + ti ^™ Ci — c,.Jt 
中 r ,=++ A.(mod 2> •/ »1，2 •…， / I ，兩 ( S ，+) 是二个群•此鮮称为二进制碍 
网群. 

例 2. 1.4 设 K ,»=< nA . r },/ C 4 中的二元运算 • 由下列乘法表 2.1 
给出： 

不难验证 （ K ,. •) 适合结合律， r 是单 
位元，每个元素的逆元为 k *= r. fl '= a . 

、吨(. ■=( .所以 （ K ,, • > 是群，此鮮称 
为 Klein 四元群.它也是一个可换鮮. 

一个群的乘法表称为群表 （group 
tabid , 群表存以下 性质： （ I 〉每行（列>包 
含每一个元素：（2>若 G 是 可换群 ，则它的乘法表对称于主对角线.很容易用 
乘法表来定义一个集合中的二元运算•但要定义一个乘法表是群表就不很容 
易了. 一个乘法表是群表的充分必要条件请宥本节习題第7题. 

如果一个群 G 是个有限集•則称 G 是有 阪群 （finite gloup 〉， 否则称为无 
限群 （infinite group ). G 的元素个数 IG! 称为群的阶 （ order ). 





― •舣群中的运算用乘 法 • 表示，在运算式中常常杏略乘法符. 
元素的幂定义为 


其中 n 为正! | 数，并规定 41°=^. 当以 =知时有 

有时把可换群屮的运算称为加法，并用“+”来衣示，故 《> i 换群乂叫加群. 
加群中的单位元叫做零元.记作0»—个元索 a 的逆元叫做负元，记 作一 例 
如 （Z , + ) 中零元就是0,1的负元是一 
在加群 ( G , + ) 中•记 


■“，则印叫做右攀位元 （ r i g hi 


并 id 0 a = 0, 滅法定义为 a _ h=a + ( — b ). 

下面研究群的一些铁本性质. 

2. 关于单位元的性质 

定义 2.1.2 设 ( G ,，> 是一个半 

(1) 若有 元家以 使对仔有 〜 - u = «.«ij 叫做左单位元 （Ml 

identity ). 

<2)若有 元家〜 使对任何•有“ • r ^ a . mtr . 叫做右弟位元 （ ri g M 
identity ). 

定理2.1.!若半群 G 釘左电位元 r , 和 A 咿位元 r K ， 则 e ,^ e R ^ e^(i 
的中位元 •!！ 取位元足惟-的. 

证明先证左.右单位元 相等： 乘积〜方曲由〜珐左单位元 
得 《l • ，另一方面由作是右单位元财 q = r L ，故 e L — e K . 

冉证单位元的惟一性：设 G 中有两个申位元和则所 
以单位元是惟一的. □ 

在不致混淆的情况下•单位元* •简 id 为 1. 

3. 关于逆元的性质 

定义 2. 1.3 设 ( C ；. • >是一个半群 . a € G , r 是单位元. 

⑴若存在…使 fl 〗, = 6 則称 a L 1 是 a 的左逆元 (left inverse ). 

(2) 若存在 1 使 < Ja K 1 = f . 則称 是< 1 的右逆元 （right inverse ). 

定理2.〗. 2 若含幺半舴 G 中元索 a 有左逆元 a ,. 1 和石逆元 a K l , 则 

4?=^=^，且逆元是惟一的. 

证明先证左、右逆元 相等： 利用结合体可作如下 计苒： 山: 1 =山.> = 



40 


第 2 章辟 论 


a ,,' ( u« K ； > = <“■ '«)</» 1 =<*“k 1 =“/，所以 ai l = ai ls = a ~ l . 

冉证惟- 性：设 a , 1 和 A 1 都是 a 的逆元•則 a ,— • = We = ar 1 ( a “ 2 1 〉= 
( u , •所以 a 的逆元是惟 一的. □ 

u 的逆元有以下 性质： 

(1) (a ') '= fl . 

(2) 若 a ,6 可逆，則 aft 也可逆，且有(幼厂 1 *^- 1 *!' 

(3) 可逆，则 〆 也珂逆，且有 ( fl •厂 * = (£! •. 

4. 群的几个等价性质 

T 而儿个定理叙述 f 与鮮 的定义等价的条件. 

定理 2. 丨.3半群 <(；,• >是鮮的充要条件是滿足以下两个 条件： 

W G 屮 有左中 位元 a :对任何 a € G 有 

S ；；： 对任何 “€ G 冇以7形式的左逆元 cT 1 : a : a =^ t . 

黹费注意的 M , 此处的左逆元与定义 2. 1. 3中的左逆元不同. 

证明 R 黹证充分性.先证“的 左逆“ l m&ua 为任何元家均 

打左逆•可设的左逆为 （fl 于是有 aa ^= f ia a l ^(a l r l a^aa ' 
=(a 1 ) 'ei.a 1 — (a 1 ) 'a ' 1 =e L . 

办 iff 左中位元也是右单位元：有 ■»<!(*! ' a ) = (aa 1 )a = f ,, a m, 
“•所以 A 足中位元，从而 a 的逆元•所以由定义 2.1. I 知 ( G , • > 进群. 

□ 

定理 2. 1.3 的证明有一点技巧•分 三步： U > 先证明 '=^ L , (2) 再证 
n . 坫心中 位元： （3> M 后再证 a •足逆元. 

可以用条件55, , S ! 和 S ; 来定义群•而把定义 2. 1•丨作为定理.此外，定押 
2. 1.3 中的左单位元和左逆元的条件 SJ 以同时改为右单位元和石逆元，但不 
能改为一左一右.渎奔可用乘法表构造一个反例. 

定理 2. 1.4 f 群 ( G , •) 是屏的 充要条 件是： 对任何方程 a _ r =6 
和外=6在（；中均冇解. 

证明 必要性 ： W 为 G 是枏， a 有逆元 a S 故吋得 fl> r = 6 的解为 i = 

“ 、 h ， ya=b 的概龟 y •二 ba 1 • 

充 分性： 由定理 2. 1.3 •只 要证明 G 中有左单位元和任意一个元有左 
逆元. 

先证 G 有左单位元 ：任取 aeC ；. 方程 ya = a 有解，设其解为 ir . 任取 
(; •方程 = 有解•设其解为 A •即 《 j 6= g ， 于是有 a = ，因而 e 是 

左申位元. 

再 Ut 有左 逆兀： W 方程 ^a = e 有解，蝴其解就是 a 的左 逆元. 


2.1 基本 fe 念 
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所以由定理 2. 1.3 知(仏 • >是群. □ 

对有限半群有以下定理. 

定理 2. 1.5 有 限乍群 ( G , • >是群的充要条件是左、右消去律都 成立： 

ax = ay x = y* 
xa = ya ^ x = y. 

证明必要 性：由 T 群中每个元素砟有逆，所以任何群 （不 管是冇限群还 
足无限舴> 消太律都成立. 

充分 性:设 …•任取•集合…，4 
QG , 又丙如 • =叫《 ,所以⑹卜 K ;| •因啲•于是对 66 C ； 必有 

〜 6(; 使，即方程有解.同理可证方稈亦冇解，所以由定 
理2.1.4知 ((;〆 > 是群. □ 

定理 2. 1.3 和定理 2. 1.4 邡可作为群的定义，而 ； iZJf 2. 1. 5可作为有限 
群的定义，但史®费的 M 这几个定 fl ! 从不同的角度来反映財的本质.定押 
2. 1.3 是说群的定义 中的“ 半群中存在取位元》逆元”可用 ••半 群中存在左单 
位元和左逆元”来代 W , 表面上好橡 降低 r 要求.实呩上是等价的 I 定理 2. 1.4 
与定理 2. 1.5 说的 M 群中的运饵件®:酧屮一次方梓可解和消去律成立.•但反 
过来有点差別：半群中一次方程吋解埘荩辟：有限半酧消去沐成立 则足耵 .汴 
意后 If 笫加有限的条件. 

F 而再準一些典戢的例 

例 2. I.S 4 = 数模/ I 的 M 余类集合.在4中定义 

加法（称为梭《的 加法） 为 = 

由亍同余突的代衣元有不同的选择，我们必须轮证以上定义的运算结果 
与代农元的选择无关.设& = 6•則 有，，| (fli — a , ). m I ( A , — b 7 )=> 

n I [( a , — a 2 ) + (6 i —)]=>« | f ( a , + b x ) — ( a 2 ) j -> u , +/，， = u ? 1 hi •所以 
換 n 的加法是 z , 中的一个二元运算.显％.申位元足 5. 化 z •，- k 的逆元足 

所以（乙，+)是群. 

( Z ,，+ > 称为整数横 n 的同余类加法群 （additive group of congruence 
classes modulo n ). 例如 = {5，1 ••"•5} •运算时有 3 + 4= I ,4 + 4 = 2,3 —4 
= 5 等.特别是厶 = {5， Th 运箅是摸 2 加法 :5+5=5,5+ I = T +5= T ， T + T < 
o . 这躭是计算机科学中的二进制运算.全体々位二进制数的集合钻 
k 个 I 的笛卡儿 枳:厶 X 厶 X … XZ , .又如（厶*，+〉是第1 竞中介 绍的简单 
移位密码的信息栽体. 

这是一个在理沦 I :和实际应用中都十分重要的群.它的重 要性不 符怎么 
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强调都不过分，它是以后理解商群的先导. 

有时为了书写简单，我们把同余 类记号 的上横线去掉，记作乙= <0, 
1^“，《—1丨，运箅时取模/|的 余数： (a+6) mod n. 

如果我们在 4 中定义模；！的 乘法： ti • 6=3.可证其满足惟 一性： 


设 ^7 = ^7 ，^T = ^7=> n |( a , — a ；),« t ( A , — ^) => n | ( a , —<2*)(6, — ^ )=> 
n I (a,6, +a z b 广 a 、 b 2 —a ： 6,) n | [(ai6, ~a 2 6 7 > + (a: — ti| )6 Z +a“6 t -&〗 ）] 
=> n I ( ai 6| _a:th > ，所以 =a 2 b t . 

所以模 《 的乘法是 A 中的二元运算，然满足结合律，有单位元 T , 但不 
是每个元索都有 f 元，显见6就没有逆元，除它外可能还有一些元素没有逆 
元,例如厶中, m 都没有逆元.所以（乙， •） 是含幺半群. 

但如果我们把 （乙， • >屮无逆元的元素去掉，就会变成 WN 滴看下例. 

例 2.1.6 设乙 = l 丨•在心中定义乘法（称为模 n 
的 乘法〉 为“ • b = ab . 

我们巳经证明了此运算的惟一性，要检舱它的封闭性 ，因 为由 
z ； vm ^ b ^ z ： 并不 明®. 

现证封闭性：因为 =>( a . n)*l 和 （ A.rO = l =>( a 6, n > = l,mW 

^ez;. 


所以模 n 的乘法是2:中的一个二元运算. 

结合律》然满足.申位元是 T . 对任何•由 （ a ,«)= i 知存在 />,«?ez 
使 •因而有 (mod n > 即户 . a = T •所以 J 1 ,即 Z : 中每一 
元素均有逆元.综上， Z 彳对模 n 的乘法构成鮮. 

mz ： , - )称为整数» n 的同余类篥法群 （multiplicative group of 
congruence classes modulo n ). 

Z ； 的阶数为 f ( n > —— Euler 函效：小于 n 并与 n 互家的正粮数的个数. 
当” 是索数时， m =/» — 1. 

赛特别摁醒大家注童，记号 zj 并东 

(乙， + ) 和 （C , •) 是在密码学中很有用的两个群. 

例 2. 1.7 设 M .( F > 是数域 F 上的全体; a 阶矩阵的集合，则 M ，（ F > 对矩 
阵的加法构成群.但对矩阵乘法是半群而不是群. 

设 GL «( F ) 是数域 f •上的全体/!阶坷逆矩阵的集合，则 GL .( F > 对矩阵乘 
法构成群，这个群称为 F 上的 n 次全线性群 （generally linear group of degree 
«> .因为每一个 n 阶珂逆矩阵对应 Tn 维线性空间中一个可逆线性变换，因而 
以看作是 F t 的《维线性空间上的全体可逆线性变换的集合. 
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例 2 . 1.8 设 A 是一个非空集合，是 A 上的所有变换的集合，在 
中定义二元运算为映射的复合，由于映射的复合满足结合律（见 1.2 节定理 
1.2.1>，所以々4对映射的复合成一个半群.如果记 S 是 A 上的全体可逆变换 
的集合，则 S 对映射的复合成群，此群称为 A 上的对称群 （symmetric group ), 
记作 S A . 

当 A 是有限集合时，可设 A = 2,…，则 A 上的一个可逆变换可表_ 

示为 


其中•••，》‘《为一个 n 级推列•这样一个变换称为一个 n 次置换 
(permutation of degree n ). 全体 n 次霣换对变换的 M 合构成的肘称为 n 次对 
称 CM symmetric group of degree ”> •记作 S ,. 由 n 级全排列的个数知 I S , 丨 = 

其中 a , 为尔位元. 

两个 W 换的乘积按复合定义应从右往左计算，例如 

/I 23\/1 23\ (\ 23\ 

° 2 °' * (2 1 3)(2 3 1)*(13 2) 


例如 , S , 共有3! =6个元家•它们是 


mo 

om). 


以上几个例子中的数群，整数換 h 的加群， Klein 四元群，全线性 ff 以及 
对称群郁是十分重要的群，今后会经常遇到它们，因此必须熟记它们的定义. 

下面结合项链问》讨论正〃边形的旋转群.一个有 n 颗珠子的项链可以 
枵作一个正 n 边形. 

例 2.1.9 设久={0,1,2,-,;»—1丨为正/»(«>3〉边形的顶点集合，且按 
逆时针方向排列（图 2. 1). 将正多边形绕中心 O 沿逆时针方向旋转 2» r / n 角 
度，则顶点 | 变到原頂点|‘ +丨 (mod n > 的位 S . 故这个旋转是： V 上的一个变 
换，记 作外，则内可 表示为 

/0 1 2 — n — 1\ 

A = (123 …0 
旋转 ZMn 角度的变换记作”，則 p 可表示为 

/0 1 2 “• « — 1 \ 

& 一 U k +1 k + Z — k-hn-ir 






ra 2.1 

其中加法为校 /! 的加法 M 取 ffi 为 o 到 n _ 丨之间（下同为单位变换.外 ST 
表示为 

p»(i) = ^ 4-1. * = 0, 1 , — ,n — 1. 

呙一类变换为绕对称轴翻转 n 角度•我们称这类变换为反射 或翮转 •由十 
这样的对称轴共有 n 个•记过®点0的轴为“，过边<0,1>中点的轴为 
杆到 L ,.相应的反射变换记作〜, it ,, r . ，.例如 


/0 1 … 
'0 n — 1 … 


读荇不难自己证明 it , 为 

»r t <i) = iH-w —I. 

其 中加减法为模 n 的加减法. 

由此可证明以下的运算 关系： 


其中下标的加减法均为模 n 的加减. 

令 

D, = {p»,K t I k = 0 . 




则 D , 对变换的复合是封闭的，有单位元 p .每个元素有逆元.所以 D . 是群, 
此群称为二面体群 （dihedrcm group ). 


习题 2.1 

1. 设 G={A = ( a „), XlI | a ,6 Z , deb 4 = l >, 证明 G 对矩阵乘法构成群. 

2. 设（? 8 = {士£,士 士 J , 士 IO , 

其中 

-(:;)• 二) • H-°i V )， 

K= C o )- 〜 1 • 

证明 Q « 关于矩阵乘法成群（此群称为四元數群 （quaicrnion group )). 

3. 设 

卜 ， 6 ， d eR ，|: S 卜屮 

证明 G 关于变换的复合 成拆. 

4. 举例说明如果把定理 2. 1. 3中的条件 S 〗 改为： 对任何有右逆 
元， IW 定理不成立. 

5. 含幺丰鮮, * •是申位元•证明的逆元的充要条件是 
和 ab^a — e . 

6. 列出 S 3 的乘法衣. 

7. 设 G 是有限期•用乘法表定义了一个二元运算，且 G 有单位元1,则 G 
是群的充分必要条件是乘法表 A 赉以下 性质： 

(1) 乘法表的毎一行与每一列都含有 G 的所有元索. 

(2) 对 G 的每一对元索^■关 l ,： y 关1,在乘法表中任意选取一个1,设尺是 
-个以丨，^,7为顶点的长方形，其屮丨， T 位于间一列 ， l ,： y 位于间一行，则尺 
的第4个顶点上的元素，仅依糗于 j •和而与1的选择无关. 

2. 2子 群 

这一节主要讨论一个群内的元素和子集的 一些初 等性质 .一 方面继续加 
深对群 的概念 的理解，另一方面研究群内结构的一些性质. 

1. 子群 

设 G 是一个群 . A . B 是 G 的非空子集，《是 G 的一个元素，现规定群中子 
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集的运箅 如下： 

AB = { u 6| a e A .6 e (2.2.1) 

A 1 = {a 1 I a e A }， (2. 2.2) 

gA = {gu \ae A}. <2. 2.3) 

子集的乘积式 (2. 2.1> 满足结合律•元索与子集的乘积式 (2. 2. 3>则是式 （2. 2. 
1>的特殊形式，要注息的是 A / T 1 并不等于根据式 （2. 2. ZhA / T 1 应为 
AA 1 ={aia 2 ' (<i| .a ； 6A}. 

一个子集内的元素也可满足群的条件而成为一个群•这就是子群的槪念. 

定义 2 . 2.1 设 S 是群 C ； 的-个作空子集.若 S 对 G 的运算也构成群， 
则称 S 是 G 的一个子群 （ SU b K . OU p > •并 id 作 S < G . 

当 S < G 且 S 关 G 时.称 S JUG 的真子群 （proper subgroup ), 记作 S < G . 

例 2. 2.丨在 （Z • + > 中•子黎 = 是所有偶数的集合•对加 

法也作成耵，所以 // Z < z . 

一 般来说，对任何取定的一个 正整数 子集丨对加法都 
构成胙.所以 H _< Z ( m =0, l ,2 ，…) .反之•可以证明 Z 的任何一个子群只能 
M 某个 f / y 读荇不妨自己利用整数的性质加 以证明 ，我们将在下一节详细讨 
论这一问题. 

仅冇一个取位元的子锲也珐一个子 W . 这个子群称为审位元子群.中 
位元、单位元子群在不致混淆的悄况下，有时都简记为 1. G 本身也是 G 的子 
群.但趄这两个子群是任何群鄞有的，称它们为平凡子群 （trivial subgroup ). 
对于一个一般的群屮的子集 S 来说.如何判断它是否是子群呢？是否还要按 
辟的定义逐条检验呢？我们逐条来分析•首先者0_的二元运算是否 MS 中 
的二元运算•这需要检验封闭性：对任何<|,665有心6 5.但惟一性就不必检 
验了.结合律也不必检验下还蓠检验 S 中是否有单位元，和对任何 
« 1 是否仍在 S 屮.我们可把这些条件总结成以下定理. 

定理 2. 2. I 设 S 是群 G 的一个非空子集， W 以下三个命独互相 等价： 

<1) S 是 G 的子群. 

( 2 > 对有 和 a ' es . 

(3) 对任鍔 fl .6 es 有 

证明（1>=>(2>:由子群定义是显然的. 

(2)=>(3>: Vfl ,6 es •由（2> 得 和 

<3>=>(1):有如 ，= ies . 其次 1 • a II 后由 6 -l eS 可得 

ab = a(b l ) 即运算对 S 封闭.结合律显然成立.所以 □ 

条件（2>和（3>都是常用的检验-•个子集是否是子群的准则.对于有限子 
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集 H 来说， H 是子群的条件还 SJ 简化为 ：对任 何^ 66 //有 £ 26 € W . 即只要封 
闭性成立就是子群.证明留作习题. 

例 2. 2. 2 设 GL ,( F ) 是数域 F 上的全线性群 = 

GU >， detA = l }, VA . BeSMF 》 有 | AB -*| = | A | |6卜=1,所以 
SMF >, 故由定理 2. 2. 1 得 SL .( F )< GL ,( F )， SL .( f *> 称为特殊线性群 
(special linear group). 

子群还有以下一些 性质： 

(1) 设 H 的单位元就是 G 的单位元. 

类似于子群的概念也有子半群的念.但是对半群来说，如果它有单位 
元,它的子半群不一定有单位元，即使也有单位元，它们的单位元也珂不一致. 

(2) H,nH,<G. 

(3) 

(4) 

H, H,<C « 

我们只给出 （4) 的证明，其余的 W 給读者自己去证. 

(4>的 a 明，由 H , H , ft 子群，有因而 
可表示为 ( M 广 -flA ,由此得 >•* =6 r ' ar '€ H , H , •所以 H , H ,£ 

H : H , ,反之 ， VAa € //://, •(釦广®*!- 1 …•由于 H t H, 是子群，故 
于是 •所以 

<=j V a,bi , 6 H, H Jt (a t b x ) (a x 6 7 )"' = a { b\bi'a 2 1 ■= a〆 1 * 

H , H a ， 由定瑁 2.2.1(3) 知 

下曲我们从几何意义上来讨论全线性 If GLyCR >的子群.在三维欧氏空 
间 R ， hGL ,( R > 是 R , 中所有可逆线性变换的集合.它有以下 子群： 

(1) SL,*(R )«{AM6R ,X, .MI = ±1}. 

它的几何意义是所有保持体枳不变的线性变换的集合，这里所说的保持 
体积不变，指的是对 R , 中任意三个向 l 0 ,, ar , a , 所构成的平行六面体的体积 
与经过变换后的三个向» , A ai .. V 所构成的平行六面体的体积相同，即 
|( AqX /^> • A 0 ,|= H ( a , X 0 :> •<», 丨，请读者自己证明. 

(2) SL 3 (R )-{ A | AeR 3 x MA | = l}. 

它是保持体枳不变且保持定向不变（指对任意三个向 M . a ,, a , 所成的 
左手系或右手系关系经变换后仍保持 不变） 的所有线性变换的集合，即 V fll , 
a ， .fl 3 6 R 3 有 (Aoi X Aat ) • A 03 = (oi Xa ； ) • o 3 . 

(3) OAR ) = {.4MeR lx, ,-4^ = /}. 

即所有正交矩阵的集合.它的几何意义是保持向 g 长度不变的所有线性 
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变换的集合. 

(4) Sa = MIAeR lx 3 . A’A = J 且 | A | = 1}. 

由线性代数知识可知 | A |=1 的正交变换是旋转，它保持空间向员的长度 
和定向都不变•并且 VA € SO , 可确定它的旋转轴7和旋转角心可将 A 表示 
为 r ( 7 •们.因而 S (? 3 称为三维旋转群. 

以上几个子群的关系为 

SO , < SL,(R )< SLf(R ) < G/.,(R ). 


2. 元索的阶 

定义 2 . 2.2 设 G 是群使 

a m = e (2. 2.4) 

成立的极小正整数， I 称为“的阶 ( o r der > 或周期 （ period 〉， 记作 0 (* 0 . 若没有这 
样的正粮数存在，则称 a 的阶是无限的. 

由定义，单位元的阶是 1. 

在加舴中，式 (2. 2.4> 变为 

« = 0. (2. 2.5) 

例如在 < Z ，+ >中除0以外的元家柿是无限阶的.但是在 （4,+ ) 中元家的阶 
都是 有限的，例如,2^丨5,1^",5)中0(1>_6,。(2)=3. 

定理 2.2.2 设 G 足群 , fl eG，WJ 

a " = 1 <=> o ( a ) I m . 

证明 => :设 o ( a > = n , 由带余除法 5 J 得 

m = pn + r ，0< r < n ，干是有 a "= a ^** , = a , =-1. 但因 n 是使 a _ = l 的圾小 
正粮数•故即 w = 所以 n \ m . 

<-«n=o(a) \m => m^kn => 0" = (0*)* = 1. □ 

关于元索的阶还有以下重要 结果： 

(1〉有限群中每一个元索的阶是有限的.但无限群中不一定存在无限阶 
的元紊.例如由复数域上所有单位根构成的乘法群中每个元索都是有限阶的. 

(2> 设 G 是辟 • a ，6€' G ， o (< j > = m ， o (6) = ”， 若 （ m ，/ i > = l 和 ab == ba , 
9Ao(.ab'> — mn. 

证明设 o ( a 6> =是 • W ( a 6)- - = 1，故由定埋 2. 2. 2知々 . 

另外，由 = l 得•又由 = 1得”|々•同理亦可得 m | 
♦，因而 wm | 々 . 



综上，得 o ( a 6> = m /?. □ 

(3> 设 G 是群,若除单位元外其他元素都是2阶元，則 G 是 Abel 群. 

证明 首先由 V = i Pjma=a 

对任何 有及 = 因而 fl 6=( a 6> - l =6-* a - i =6 a , 所 

以 G 是 Abel m . □ 

例 2. 2. 3 确定二面体舴 O, 中 各元家 的阶. 



又令 o ( p t ) — rn , 可得 

pi = = 〆 •*•= (/>?)*« = 1 •所以 m \ r , 

反之，由 p ：= pT ^\^ " pm , 于是进一步可得/!,卜, 

1，所以《,|，/1. 

综上•得 m = * 7 s ( TS )* 

■ 一 = ☆ 

习題 2.2 


，又由 （n, 


1. 半一个半 ftl 的例子，它有申位元，但它的一个子半群无单位元，或有不 
同的单位元. 

2. 设 H 珐群 G 的有限子集，证明对任何 a ,66 H 有 

3. 找出 Z 和乙,中全部子群. 

4. 设 G 是鮮 . Va ，66()， 证明 

5. 设 GM 偶 数阶群 •证明 （； 中存在2阶元. 

6•设 G 是群•对任何 a ,66 G 有(以)*=^，证明 G 是 Abel 群. 

7. 设 G 是作呵换群，证明 G 中存在非单位元的元索《和6且 a 关6使 
ab = ba . 

8. 设 G 是群， u € G,«( t O = n , m 为任意正整数，则 = 

9. 设 A = ( a „> 1 X 3 eSO,, 7 AA 所在的旋转轴的单位向》.0为旋转角， 
证明： 

(!) 7可用 A — /中两个线性无关的行向》作叉积求得； 

(2) 0 满足方程 2 co^+l = irA . 
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2.3 循环群和生成群，群的同构 

本节介绍一 类最简 单的群和群的同构的 概念. 

i . 循环群和生成群 


设 G 是群.令 

H = (a* U6 ZK 

W 为 Wi •所以 // 是 G 的子群，此子舴称 

为由“ 生成的播环子群 （cyclicr subgroup 〉 •记作称为它的生成元 
( generator ). $ G =< a >, 則称 G ft 循环解 (cyclic group ). 

• 循环子群是由一个元素生成的，由几个元家或一个子集也可生成一个 
子群. 

定义 2.3. 丨设 S 是群 G 的一个非空子集，包含 S 的 ft 小+群称为由 S 
生成的子群 （subgroup gcncraied by • 记作< S > • S 称为它的生成元集 
(generating set ). < S > 可表示为 

<S> = {a\a^-aV \ a, 6 S.«, 6 Z .-t - 1,2 广 .} (2. 3. 1) 

卜曲我们来证明式 （2. 3. 1). 可设 f / 是式 （2. 3. 1>的右边的锒合，很易山 
子群的条件玢出//是子群 a //3 S . 如果 K M 任一个包含 S 的子财，对任何 
…冲 6 H . W 为 《 i ,€ SC / C . 乂因 /( 是子群•故外 6/ C 和 dV 冲…扑6 
/ C •故所以 / Y 是包含 S 的6小子群•由定义得 < S > = H . 

如果 G _< S >, 且任何 S 的真了集的生成子群均不是 G , 則称 S 是 G 的极 
小生成元集 （minimum generating scl ). 任何一个生成子群都有一个极小生成 
元集.当 ISlCoo 时，元家个 数最少 的生成元期称为 ft 小生成元集 （minimal 
KcneratinR set ). 

例如， Klein 四元群的极小生成元集是因为另外两个元素可用^和 
6的乘积来表尔的任何真子 埃的生 成子群均不是 Klein 
四元群. W 而 Klein 四元群可表示为 

K = <a,6 I o(a) = o(b) = 2,ab — ba >. 

(Z , + ) 是由 1 生成的循环群 ：（Z • + > = < l 〉，/ f _= M /^ M€Z }= <历>是 
Z 的循环子群.（乙，+ > =〈了〉是”阶循环群. 

二曲体群是由/>,和) r 。 生成 的群： D . sh . jr 。〉. 它的极小生成元柒可 
以有好几个，如何把它们都表示出来.留作习题. 

令户則因而 D . 可抽象地表示为 
D, = (a»b | o(a) = n,o(b) — 2»ba = a~ x b). 




o 叫 v — ')， 

W 然行 < A , B ) GSL ,( Z ). 反之， 

悄形 1,当 《 ，心中有一个元家为 0 时，例如 r =0, 剐必有或 
a -= t /— — 1 . W 而 

X =(: ;)“•• … 一 '卜 ‘， 

所以 Xe < A . B >. 

悄形2,当 dA ^9 tO 时，必有 ( fl , f )*= l ( 否則 | X |? M )， 不妨设 UI < M , 并 
令 r - ya + r ,0< r <| a | •于是有 

Q " ，x = L r a !) 

左上角元家的绝对值减小了，用这种方法坷左乘 a 与 / j 的某个乘积使左上角 
元家的绝对俏不断减小，经过有限次运算后，使左上角元家为0,从而变为悄 
形 I . 

所以 X e < A . B >, 

从而 SL 2 (Z ) c < A ,«>. 

综上得 SL “ Z > = < A , B >. 


2. 群的同构 

有些群里然元素和运择符号不一样，但从群的代数结构与性质上看，它们 




是完全相同的，这鱿是同构的 m 念. 

定义 2.3.2 设 ( G , • >与(0>是两个群，若存在一个6到(；'的双射/ 

满足 

/(a - b) = /( a ) •/(^ J . Va.Ae G, 

躭说 / 是 G 到 G' 的一个同构映射或同构 （isomorphism〉， 并称 G 与 G' 同构， 



通常把条件 /Q •6>=/( a >*/( M 称为/保持群的运算关系.一个同构映 
射/不仅保持运算关系.而且使两个群的所有代数性质都一一对应.例如，把 
G 中的单位 元** 映成 CT 中的单位元，: / = /( r ); 把 G 中的任一元索 a 的逆元 
映成(/中的对应元素的 逆元 : /( a M = [/( fl >； TS 把 G 中的子群 H 映成 G ' 
中的子群：保持元素的阶不变 :0 (/( a >> = 0 ( cih 保持元索 
的可交换性 w • b = b . = / (幻 •/( a > •等等.总之，两个同构的 

群，如果不管它们的元家和运算表示符号的差异而只考虑它们的代数性质•我 
们躭把它们等同起来稃作一个 fff . 

例 2. 3. 2设 G=(R •• • >,Cr = (R •十），其中 R •是所有正实数的染 
合，证明 G 兰(广 

证明作 G 到 CT 的对应关系 

/:j — Igj (R 'R ). 

W 然这是一个映射 • 《18^ | *=1 8 ^=> < 1*,=心，所以/是尔射.又对任意一个/,6 
c ;', 取 x =\ o\m / u >= b ， 所以/ 也是满射. 

V j |. 6 G ./( j | • j * ) 

=lg(j, • j*) * Igx, + Igj-, = /(x,) + fixt). 

所以由定义 2. 3.2 知/是 C ； 到 G ' 的同构 . G 三 

例 2. 3.3 设汰={#|^0山…, n — 1 丨•是 ft 数域上的 所有” 次单位 
根的集合 ，{/ • 关于复数乘法构成群.证明 0；., • )^( Z .. + ). 

设(乙 ，+ ) 到( I /,, •) 的一个对应关系为 

fsk ^e^ 5 ' , k = 0.1, — ./I — 1. 

由于 Z . 中元家的表达形式不惟一，要证明对应关系的惟一性. 

因 k l = k 2 => k l = k 2 -\- qn=>e - . = e ~~ r —• => e ~7~. = e 十•，即 /(& > =/( 心）. 
所以 / 是一个映射•进而不难证明 / 是一个双射，且有 
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所以/是乙到 （；. 的同构 ，（ Z .，+ > 兰 ( U ., • >. 

从例 2. 3. 3珂见，表面上不同的两个群在代数性质上可以是完全相同的， 
这样，就司•以利用同构的方法研究一类群.下面用同构的方法分析循环群的 
性质. 

3. 循环群的性质 


循环群是一类©简单的群.从同构的意义上讲，它的结构是完全确定的. 
定理 2.3.1 设（；=<*!〉是由<1生成的循环群，则 
<1)当 o ( ti > = oo 时 ， G 兰 （ Z , + >, 称 G 为无限楣环 W . 

<2)当 o(a) = r, 时 . G 兰(乙， + > •这时称 G 为”阶循环群，记作 C «. 

这个定理的证明很容易，只要先将 G 的元素形式写出：（丨） ^ o( fl )-oo 
W . G ={ flM ^6 Z } i <2) 当”时,由此不难找出 
相应的同构映射. 

下面进一步研究循环屏的生成元问賊. 

由于 所打槲环耵都同构于 （ Z , + ) 或（乙 • + >, 所以今后凡是遇到楣环舴 
邯坷以用 Z 或4来代枰 . W 此 F 面我们躭用 （ Z , + ) 和（乙，+ >来讨论楣环群 
的性质. 

定理 2. 3. 2关于循环群的生成元有 

(1) + > 的生成元只能足丨或一 1. 

(2) (4，+ >的生成元只能是 *1, 其中 W 而生成元的个数为 
tp ( n ). 

证明（1>设 RZ , 故必有於使 h = i •所以 a = l 或 一1,« 

然有 Z =<1> = 〈一 1>. 

(2> 设乙•，必有* 使 b = l ■ ㈡ 3 p€Z 使 + ~ = 

1 ㈡ ( a , w )* l . Q 

下面研究播环群的子群性质. 

定理 2. 3. 3循环群的子群仍是術环屏，且 

(1> ( Z ，+ )的全部子群为 = = ，…. 

(2) (乙 ，+ ) 的全部子群为<行>和 < c /〉, d |/ i . 

证明 （1) 设 H<Z ,若 H 关{0}，令 

M = U | j € H 且 

由于 * r 6— H , 故 M /0 .由自然数集的良序性知 M 有最小元，设为 
w . 于是 V 有 j = /»m + r ，0< r < w ， 且 r = j * 一 M •由 rw 的 M 小性得 

/ • = (), 所以 >， W 而 
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H = {km 1 k ^ 2) = (m). 

(2> 令 = …，;并约定它的每一个元家的表达形式惟 一 ， 

均为々，是<«•设■•且 H 关 {5}. 令从={々丨1€只\{5}，务<；|},显然 Mit 
0是 ft 然数樂的子集•有 最小元 ，设为乂 V _ r 6 M , 有 * r = M + r ,0< r < c / •由 
于—若 r 关5,则 r 6 M 与 d 是 M 的最小元矛盾，故/—0,所以 
M = Ud |々>0},//= Uc /|々=0, l ,2,“.} = {GU = 0, I ，2 r "},* t / 的最小性 
可得： 3 m 6 Z *使；^/ = «•所以 

H = {0,d ,2J ,••• ,(m — \)d) = (d) %d |n. □ 

当循环群中的运算用乘法衣示时•其元家用生成元的幂来表示.当循环群 
中的运 W 用加法衷示时.通常将它直接与 （ z , + > 或(乙，十）等同. 

例 2.3.4 确定二面体群 D . 的所有子群. 

解由所有绕中心的旋转构成的子舴 M n 阶術 环聍： 
n - .} . C 的所夯子酧也 是0. 的子酹，由定理 2.3.3 可求出 C \ 的所有 
子群.设《 = 〆 _灼…妁是/!的保准分解式，令 

t/(n 

其中 0<^< c . (*• = 1,2, 

则对应每一个^/ = «/(夂 ， h , … D 有一个 子群： 

一 •• = <内》. 

这样的子群共有+ 个. 

由每一个反射 IT . 坷生成一个2阶 子鮮： 

K, — <^,) (，• = 0,1,2•…, w —1). 

第：{类子群则 &>,/<♦. 

对于 a 体的〜不® g 地 w 出 a 的所有了群. 

习 e 2.3 

1 . 设 （; 是由 CI .6 两个元素牛成的群.其定义 如下： 

0 = (a*b i o(a) = n*o(b) — 2,ba = a 'b ), 

写出 G 的所冇元索•并证明 （；^ D .. G 也可 作为二面体群 D . 的定义. 

2. 求二面体群 a 的所冇琅小生成元集. 

3. 证明 Klein 四元群同构于 （ Z , 

4. ( Q .+ )^( Q - , • >是否同构？ 

5. 设 G =< u > 为无限循 环群. △ =〈*!•>,£}=< 〆 >. 证明： 
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(1) AnB=<“"〉，m = [s，/]. 

(2) ( A , B ) = < a ^), c / = ( s t /). 

6 设 H ( U ) h z l 

是关于矩阵乘法构成的群 • 

叫：—;).叫：一 ;)• 

证明 G =< A . B >. 

7. 非平凡子群 M 称为群 （； 的极大子群 （maximal subgroup ) ，如果冇子 
群 H 满足 M </7< G ，則必有确定无限播坏群的全部极大子群. 

8. 设/>为素数 

G = {j | j- ^ C ,j^ m = 1 .w = 1 .2, — } 

m 对 a 数乘法 构成的财.证明的任意 a 户併邢是仃限阶循环群. 

•9 .设 



0 1 

o … 

… 0 


0 0 

1 0 

參 參 

… 0 

A - 

• • 

• • 

參 參 

# • 

• • 

• 參 

• 參 

• • 

• • 

• 參 

• • 

• • 

參 參 

••• 0 


• • 

• • 

• • 

• • 

• • 

• 參 

... 1 


1 0 

»«» »籲《 

0 0 

' io、h 、 

IGI 

i 次单位厣 m. 

= n J . 

G = < 


2.4 

变换群和賀 


B = 



设八是 -个作空集合•在2.丨节的例2.】. 8屮已经讲过•/\上的所有可 
逆变换构成的群称为 A 上的对称群.此財的任 H 子群都叫做 A 上的变换群. 
丐 | A |=« 时， A 上的对称群称为《 次对称 酹. id 作 S .. S . 的任何一个子群称 
为《次置换群. 

变换群和 H 换群在群论中有很里要的作用•任何耵都可用它们来表示 .W 
此我们要对它们专门讨论，下面先研究 S 换群. 

















i. S 换群 


1) 置 换的轮换分解 

一个 S 换可以表示为一些轮换的乘枳.什么是轮换呢？ 
定义 2.4.1 设 rft —个《次置換，満足 

( 1 ) r ( a , ) = a ； . r ( a ») =aj . r ( a ,) =< i |. 

(2) r ( a ) — a t 当 a 尹 a,(i = 1.2 

则称 r 是-个长度为 / 的轮换 ( cycle ) •并 记作： r =( fl| , aj •” 
轮换称为对换 ( transposition ). 


， A >. 长度为2的 


足一个 R 度为4的轮换. 


/I 2 3 4 5 6\ 

■( 32 / 516 ) =U345> 

-(；：：：：：)=-> 


是一个对换. 

W 然 K 度为/的轮换 r 的阶数 0(4=/, K 度为丨的轮换鱿是卑位元，记 
作 （ n . 两个轮换的乘积的计算方法也是由右往左按赶 合承数 的槪念进行计 
算.例如 

/r = (1 3 4 5)(2 5) - (2 1 3 4 5). 

由1:所见，如果我们能把任一霣换丧示为轮换 . W 无论 M 15写还是运箅都会简 
化很多.但要注意.轮换可从任一元索开始•因而表示形式不惟一. 

定理 2.4.1 设 a 是任一个”次 a 换，则 

(1) (7 可分解为不相交的轮换 之积： 

a = (2.4.1) 

若不计因子的次序•則分解式是惟一的.此处的不相交指的是任何两个轮换中 
无相同元素. 

( 2 ) 的最小 公倍数 >，其中 / •是 r , 的长度. 
我们先#—个例子.设 


/I 2 3 4 5 6 7\ 
( 3752164 )’ 


可从任意-个元素开始，逐个写出 轮换： 

<7=(1 3 5 X 2 7 4)(6), 
其中6称为0的不动点•可略去可表示为 
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(T = (1 3 5) (2 7 4). 

是两个不相交的轮换之积•因为这两个轮换不相交，次序可以任意. 

下面我们来证明定理 2. 4.1. 

证明锌先证分解式的存在 性：从 {丨，2 ，… ，幻中任选一个数作为 i , ，依次 
求出 ，… 宵至这个序列中第一次出现重复，这个第一次東 
g 的数必然是•即存在使 (7(1/, )=1, ，否則如果第一次重复出现在 〆 /,, > = 
/ 〆 1 <★</,>，则同时有 ,)= l 4 .il ，这与* X 是双射矛盾.于是得到 

轮换 |乂 >.然后再取），砭 U ,, 复以上过程可得 r 2 = 
…，人,>•且由映射定义知 r , 与 r , 无公共元素.如此下去，飪至每一个 
元索都在某一个轮换中， W 而得到分解式 (2.4. U . 

再证分解式 （2.4. 的惟一 性：首 先可把分解式 <2. 4. 1>中1轮换 （ K 度 
为々的轮换称为 々轮 换）去掉•它 tf ] 对应 ( T 的不动点，是由 ( T 惟一确定，因而在 
分解式 （2.4.1) 中的元家都是动点.假如有两个分解式使某个 ,• 在不同的轮 
换中，则存在务使 《 yU > 有两个不同的橡.与 a 是映射矛坍. 

最后求 (； 的 阶：设 0 (< J >= 山由于 r , 之间不相交, ^ = … r ； = l , 必有< = 

1 (1»1，2,…，々>•所以 Alt / (»-1,2因 iftU 是 /,,•••,/* 的公倍数，又 
由阶的定义，知 d &/丨，，",/ 4 的最小公倍败. □ 

式 (2. 4.1) 称为*换的坏准轮换分解式. 

2) 置 換的对換分解 

长度为2的轮换称为对换•例如 ri =(12>, r , = (23> 等. 

一个置换还可分解为对换之枳,这些对换一般来说不冉是不相文了.并 H 
分解形式不惟一. 

定理 2. 4. 2 任何一个 S 换分解为对换之积： 

a = K , K t — x . (2. 4. 2) 

其中; r,(i = l ,2,"*, s > 是对换.且对换的个数 s 的奇偶性由《^惟一确定，与分解 
方法无关. 

证明先证对换分解式 （2. 4.2) 的存在 性：我 们可把任意一个轮换用如下 
方法表为对换 之积： 

(ii fi z f •••,!,) = (i| t*Vi ) —(i'i .i?)» 

而每一个 s 换可表示为轮换之积 ，因 而也 sr 表示为对换之积. 显然 分解式 
(2. 4. 2>不是惟一的. 

冉证分解式 （2. 4. 2>中对換个数 s 的奇偶性的惟一 性：设 a 的轮换分解式 
为式(2.4.1>,定义 




N (( t ) = 2](/.-1). (2.4.3) 

对甲位 罝换 l , iV ( l > = 0 .下面我们证 明 5 的奇偶性与 NU ) 的奇偶相同，即 s = 
N ( a)(mod 2>,而 NU ) 是惟一确定的. 

我们可以证明以下亊 实：设 ( a ,6) 为任一对换，当 a 和6在0的不同轮换 
屮（包括卜 轮换） 时.通过苴换运算得 AKQ.WdsAKd + K 请读者自 d 
动手做 - 下） .当 u 泌在 a 的同…轮换中时，可得 N (( a , b > a ) = N ( a 卜 1 . 因而 
对任何佾况均有 

N (( a . b ) a ) s N ( a > + 1 (mod 2>. 

由于 nr - Ktxia-a ^=(1〉. 因而得到 + j = 0, 所以有 

N ( a)^s (mod 2> •即 4 的奇偶性由 a 惟一磽定. 口 

3) 置换的 奇倩性 

由于一个置换0 分解为对换乘积时，对换个数 s 的奇偶性是惟一确定的， 

秦 

因此可用4或 N (<,) = ^(/, 一丨 >) 的奇 ffl 性来规定 (7 的奇偶性 I 当对换个数 

• -I 

x ( 或 N ( a )) 是供 (奇〉 数时 *< t 称为供(奇> 置换 （ evencold ) permutation ). 例如, 
K 度为奇败的轮换是偶 涅换 ， K 度为偁数的轮换是奇涅换. 

两个 S 换 ( T , •内相乘时•乘积的奇偶性可用表 2. 2表示. 

«次对称群又中所有的 偶霣换 构成一个子群，此 * 2.2 
子群称为 n 次交镛髀 (alternating group 〉 •记作 A ••集 
合 ( aAM , 中每个 B 换都是奇 B 换.山此可证 
n \/2. 利用》换乘积的奇《件规律还可进一步证明任 
何一个酋换群的元家 或都是 偶霣换，或奇 偶贾换 各半. 

4〉置换的类型 

一个”次贸换 a •如果《;的标准轮换分解式是由 A , 个 1- 轮换、 A : 个2 轮 
换、…丄个 n - 轮换组成•则称口是一个卜霣换，其中1 - Ay +2- X , 
+… +" • A .-«. 例如，在 Ss 中（丨2 3>是一个 1 W S 置換 ，（12345) 是一个5 1 
S 置换， （12)(34) 是一个 ffl 置換. 

在 S •中•卜2〜 •••«* •坩 置換的个数为 

_ wj _ 

I 4 ' 2 1 * … nMdA:! … A,! 

(习题 2. 7,7>. 

下面再看几个例子. 

例 2. 4.1 二 面体群 O ■是•个，，次 S 换群，在例 2.1. 9中曾将正 „ 边形 
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的顶点用 0,1,… .n —丨表示，今后用 1,2•…，/! 表示，則它的元素珂用轮换表 
示为 

p \ =(1 2 3… n )， 

~ ==(123 •••»>*• k — 0» 1 tW — 1 . 

K 0 =(2 n )(3 ,n — 1> …， 

p . 的类 型 为 塑，其中 J =( k . n ).^ 的表达式与 《 的奇偶性有关.当”为 

奇数时，; T , 郎是 P 2+型的：当„为偶数时， A 有两种 类®: r •贺和 
2子型 • 

下面我们讨论三维空间中正多面体保持空间位迓不变的旋转，每一个旋 
转对应其顶点集合的一个霣换.两个 B 换相乘就是一个旋转接笤另一个 旋转. 
一个旋转的逆躭是与它反向的旋转，因此，所有旋转构成一个屏.称为此正多 
而体的旋转群.可用一个 W 换辟来农示. 

例 2.4.2 求正方体的旋转群. 

设正立方体的顶点集为 MmA : ，…, A ,} (图2.2>.由 于它冇 
且仅有三类对 称轴： 第-类是通过对由中心的轴（如 M 共有 3 个•第二类足 
通过对顶点的轴（如过糸和 A , 的轴第=类是通过对边中心的轴（例如 
轴兑>.按这工类轴分別铪出对应的旋转变換如 " F , 

单位元（1> 

绕第一类轴的旋转： 

(1234 )(5678),(13 X 24)(57)(68) *( 1432)(5876) • 
(1265)(4378),(16)(25)(47)(38),(1562)(4873), 


(1584)(2673),(18)(54)(27)(63).(1485)(2376). 



故这个旋转群共有24个元柰. 
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第 2 章群 论 


显然正多面体旋转群都是三维旋转群 SO , 的子群. 

三维空间中有多少种正多面体？这也是-个有趣的问题.与平面上正多 
边形不同，空间中的正多面体只有5种，见图 2.3 和表 2.3, 它们是正四面体 
( a >, 正六面体 （ b >, 正八面体 （ c >, 正十二面体 （ d > 和正二十面体 （ e ). 要证明这 
一点需要用到 Euler 多面体公式 ：点数一边数 +面数= 2,读者用已有的知识 
珂以完成证明. * 





⑷ 

(b) 

褒 

( c ) ( d ) 

til 2.3 

2.3 正多面体的参 ft 

(e) 

正多由体 

顶点敫 

边 ft 


甸个由的彤状 

与树个点相关《的边败 

正四 曲体 

4 

6 

4 

H 角彤 

3 

立方体 

8 

12 

6 

正方形 

3 

正八》体 

6 

12 

8 

三角彤 

4 

正 f •二 *1 体 

20 

30 

12 

正五边形 

3 

正二十由体 

12 

30 

20 

三角彤 

5 


2. Cayley 定理 

定瑁 2.4.3( ayley 定理） 任何一个群同构于一个变换群，任何一个有 
限群同构于一个 S 换群. 

证明先证明定理的前半部分：任何一个群同构于一个变换群. 

设 G 是任意一个群. 3•先要构造一个变换鮮 CT , 然后证明 G ^ G \ 

(1) 构造一个变换群 G 

任取 aeG , 定义 G 上的一个变换八如 T : 

or , Vj 6 O . 

可证人是一个珂逆变换：因 /. Cx , )=/.( j ,)=^ ax , = ax 2 => x , ，所以 /• 
是单射. V 托 G , 取也是满射. 故八是 
珂逆变换. 

令 

= {/. | a e G; fjx) =ar. Vj 6 G}. 

可宵接证明 G ' 对映射复合构 成群： ▽/••/•€0' / ，人八（1>= 0 心=众（1>,所 





以封闭性 成立. 单位元为 /,./；' =/•-••所以以是一个变 
换群. 

(2) 证明 

作映射 p a —/.( G — G '>. 

由于 y >( iO = y 5(6)=>/,=/*=> a*r = ^ r=>a = 6 •所以 f 是单射，显然也是满 
射.故 p 是双射. 

Va,6 ^ G. tpiab) = /一 = /•/‘ = <p(a)tp(b). 

所以 f 是（；到 G ' 的同构 

当 G 有限时是一个 B 换群，从而可得定理的后半郎分. □ 

这足群论中一个非常 i 要的定埋，它的证明要点是在 G 的基础上构造一 
个 G 的变換群，取 G ' 为 G 上的所有线性 函数八 所构成的变换群.然 
后再进一步证明 G 与 CT 同构.用这种方法可对任何一个群.找出与它问构的 
变换群或轚换群.见下例. 

例 2.4.3 Klein 四元群 K » U ,< i ,6, r } ,找出一个》换群与 K 同构.由定 
理2.4.3的证明过《知酋换群《-{/,|>^/<,/,(1> =料，\/1€/0与尺是 
同构的的各元素如 T : 

o 

邊〉， 

/e a b c\ 

…卜— >• 

，，(::::卜關， 

用 U ,2,3,4} 代替 U , a ,6, d , 爾 

{(1),(12)(34),(13)(24).(14)(23)). 

用这种方法可表出与任何一个群同构的变换群或》换群. 

例 2.4.4 证明 S .-«12),(13),-,( l «)>. 

这是一个很典型的例子•它表出了 S » 的生成元集的一种悄况. 

证明 s 然 <( i 2〉，（ i 3> •… ，（】/ i » gs •，反之，只需证明 v ^ es .^ 可表 

示为某些 （ U ),2<«< n 的乘积. 

首先，由定理 2. 4. 2^可表示为对换之积： 

o = (*、)i >(，、)》>… 

然后•我们可将每一个对換用 （ li > 来表 示：设 (0) •洋 1,) 关1,为 ( T 的表达 




式中任一对换，易见 (*7) = (1*>(1))( H ), 所以 ( X 可表示为某些 （ l /),2 </<n 
的乘积. □ 

习题 2.4 

1. 设 tr = ( ， I * ) , r 为任一个 /!次費换 ，证明 nrr 1 = ( r (*,). 

2. 证明 | A •丨 = n !/2. 

3. 证明任何一个霣换群的元素或全部是偶置换，或奇偶置换各竽. 

4. 证明 

S .-<(12),(123- it )>. 

5. 证明 

A . - <(123).(124),•«.(12 n )>. 

6. 求出正四由体的旋转群. 

7. 证明正立方体旋转群同构 TS «. 

8. 确定 S \ 中长度为《的轮换个数. 

2.5 f ‘ 群的陪集和 Lagrange 定理 

群内的子群反映了辟的结构与性质，因此我们需要进一步研究有关鮮内 
子群的件质. 

1. 子群的》集 

定义 2. S . I 设 ( G , • >是 一个酧 则 a H 称为 H 的一个 
左贿集 (left coscO.H •“称为//的一个 右醣集 (right coset ). 

当 G 是可换群时，子群 H 的左、右陪集是相等的. 

例 2. 5.1 G =( Z ，+ >, H = UmU 6 Z 丨是 C ； 的子群 ，因为 G 是可换 
群的左、右陪粜相等，它们是 

0 +H = H ={ ibr . UeZ }, 

1 + H = {\+km U 6 Z}, 

鲁 

癱 

m — \ H = {m — \ •¥ km | k ^ Z }. 

每-个陪集正好与一个同余类对应. 

例 2. S .2 设 S , 中子群》={(1>,(12>},則《的左陪集有 



(l)f/ = (12)H=H, 

(13 )H = (123) H ={(13),(123)}, 
(23 )H = ( J 32) H ={(23).(132)}. 


// 的右陪集有 

H ( l ) = H ( l 2) = H t 

H ( 13) = H (132) = {( 13),032)}. 

H (23) = H (123) = {(23).(123)}. 

由例 2.5.2 可见,一个陪撝的表示形式不惟一，例如陪集 （13〉 H 与（123> 
H 是相同的 .一 般来说 ，陪集 uf / 称为以 a 为代表元 的陏集 ，同一个陏集可以 
有不同的代表元. 

不难证明•有关陪集有以下性质： 

( 1 ) aH^H^aeH. 

<2) beaH ^ aH ^ bH . 这说明陪集中任何一个元索 ffi 珂作为代表元. 

(3) 两个陪集相等的 条件： 

aH ^= bH^a •be // (Hu *//6« Aa *' 6 H ). 

(4) 对任何 有 或 a // D 6 H -0. 

因而 H 的所有左 K 集的集合构成 G 的一个划分. 

这是 W 为如采《//门关0,埘存在：于足 i = 敁，，得 
，>=/|,/^6/7,由性质（3>得 4> // = 6»,又因任何一个元索 4 1均可作阳祺 
aW , 因而所以是 G 的一个 划分. 

(5) 由划分与等价关系的对应（定瑁 1.3. U •子群 H 在 G 中可确定两个 
等价 关系： 


L :<1〜 | •〜=>〆 
r :“〜 


66H. 

'6 H , 


相应的商集为 


G /— L — 
G /~ r » 


或记作 ( G / HK ! 
{// ak € G }， 或记作 ( G /«) b . 


例 2.5.3 & G = GMR >， f/=|( a 二)卜 , b , c , d^R • ad -6 f = l |, 由 

于⑻即两个矩阵只要它们的行列式相 
等，它们的左陪集相同.因而在行列式相同的矩阵中，可取一个最简单的矩阵， 

例如，取 U 关0作为代表元，于是 H 的全部左陪集为 





相应的商集为 


(；y r6R '- 


(G/H), 


= 1 (: >4 


e R- 


这里用 id 号 ( G / H >, 表示 G 对 H 的全部左陪集的集合，类似可写出全部 
右陪集的集合 ( G / fO R . 


2. 子群的指数和 Lagrange 定理 


子酧 H 的左、右陪集 aH 和 Hu 在一般情况下并不一定相等，如例 2. 5. 2 
屮（丨 3> H 关 //U 3>.但在左陪集的集合右防集的集合 
之间珂迮立一一对应关系. 

定理 2 . 5 . 1 设 G 是群，则存 

在到$的双射. 

证明作 S r 到 S K 的一个对应关系 

tpi aH ^ Ha 1 (S L -»S B ). 

由于陏楔的衣示形式不惟因而必须躲证对应关 系是否 是映射，然后冉证明 
它足双射. 

W 为 

fli H = a t H<^a, 'a t ^ H^Ha； 1 = //a , 1 , 

所以沪楚映射 & M 尔射.又取 a ，則 〆 《 所以 

史也足满射 • 

这就是说集合 S L 与5»是等势的，当它们是冇限集合时，左陪集的个数 
与右陪集的个数相等： IS ,.|™| S R | ，称为 H 在 G 中的栴数. 

定义 2. S .2 设 G 是群，在 G 中的左 （右） 陪集个数称为 H 在 G 
中的指数 （ index ), 记作 [ G : H ]. 

当 G 是有限群时，子群的阶数与指数也都是有限的，它们有以下 关系： 

定理 2 . S . 2( Lagrange 定理> 设 G 是有限群，则 
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由 Lagrange 定理立即可得如 f 推论： 

(1) 设 G 是有限群 ， f/<G ， #j|f/||K；|. 

(2) 当 | G | < oo 时，对任何 aeG 有 0 ( a ) | IGI . 因而有 a =€. 

(3) 若 | G |=/>( 素数 >. WG = C ’,（ p 阶循 环群） ，即索数阶群必为循环群. 
(1) 与(2>可宜接由 Lagnmgc 定理推得.下面 ff 明（3>: 

任取 aeG kd 关6由 （2), o ( d | | G |= p ，又由故 = 所以 


关于鮮中两个有限子辟的乘积的元家个数有以下定琿. 
定理 2. S .3 设是 G 的两个有限子群，则有 

, MIIBI 

IAB| - \T-n iTr 


证明 


设 D = A n B . M'J D < A.A = U flD ，又仙 = U aB ，令 


{“B 1 a 6 M •$» 


•€ A 

*= {aD 


e a >. 


作 S , 到 S * 的对应关系 /• ciBhilD , 因为 

u,B =» a 2 B a x ' a ： 6 B ㈡ a / ti , 云 A fj B <=> a,D = a t D , 
所以 / fiS , 到 & 的映射且坫炉射 .0 然也是滿射.故冇 


1&丨=|戈丨=[>\.£)]=摇. 


所以 


, AB | '- | S , MBI ― Yd\JacTb\' D 

我们可利用 Ugrange 定理来确定一个酹内可能存在的子舴、元家的阶 
等，从而搞淸一个炉的结构.以舫我们在礴定一个群内的子群时，主要利用元 
家的生成子群.有 f Lagrange 定理，埘辟先可由的闭子来确定51能存在 
的子群的阶数或元索的阶数•然后根据子群的阶数来寻找子群.例如 二面体 耵 
认的子桁•由于丨 D .|=2 n •因而 D . 的子群的阶数只可能是3(</卜）和 2 d 
( d | n ), 可根据阶数分别找出对应的子群.这样冉去做例 2. 3.4 51以更加淸晰 
一些. 

例 2. S .4 确定戈中的所有 子群. 

解因 | S 3 |=6, 除平凡子群外 ， S , 中只可能有2阶或3阶子群，又因2 
与3都是素数.因而它们都是循环子群•由2阶元和3阶元生成.故 S , 屮全部 
子群为： Hi = l ，// 2 *<(12)>， f /,，<(13)>, f ^=<(23>>,// s s =<(123>>， f /*= Si . 

利用“元素的阶是群的阶的因子”这一性质，可以确定一些低阶群的结构. 

例 2. S . S 确定所有可能的4阶群. 
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第 2 幸群 论 


解因为元素的阶数是群的阶的因子，故可分以下几种情形 讨论： 

(1> G 中存在4阶元，则 G = C 4 . 

(2) G 中无4阶元，则除单位元外均为2阶元, C ； 是可换群. SJ 设 G = { e ， 
ti ,6, d , o ( a )- o (6)= o ( c )==2. H 尹，或 a 或 6 •所以 M = c •类似有 ba = c, 
6 c = c 6= ti，ac = oi = 6 •所以 G = Klein 四元群 • 

故 4 阶群只有两种可能：4阶循环群或 Klein 四元群. 

利用群 • • 〉和 Largrange 定理及有关性质可证明以下定理.这些公 
式在现代密码学中是很重要的蘂础. 

定理 2. S .4< Euler 定理> 设《为大于1的粮数 . u 6 Z 且（“ ， n > = 1,则 

s 1 (mod n ). 

证明证明的思路是利用群 • • > 中元家 的阶与群的阶的关系，即定 
琿 2. 5.2的推论<2>. 

由于 IZ : 卜“/^所以当^云/且。，；!）。】时，由定理 2. 5.2 的 
推论（ 2 >得(^0» ( ^>_，*了,写成同余式就蛙，，， 31 (mod W ). □ 

由此可得以下两个推论 （ Fermal ). 

(1> 设户为索数 .（ a ，/»> = l •则 a ’ 'si (mod p ). 

(2> 设 p 为素》, Vii 6 Z . W fl ，= fl (mod p ). 

定理 2. S . 5( We ! son 定理） 设 p 为家数 • W 

(p — 1)! s — 1 (mod p ). 

证明利用 rf(A , •) 中元素的逆元的性质•考虑所有元家的乘积.由于 
Z; =ai …考虑每一个元家的逆元 J '^ T^FT) * = (^T) 
=1=?^•对于其他的元素 Vae2V\{l\7=I>5 〖证有 Va. 利用反 证法： 
假设 “ i=a •则 V — 1=0 (mod 户>,因而户|(<1一1>(«+1>,得到 p|( a -l) 或 
/ >|< a + l>. 若/»|(“一1>,则*!昼1 (mod P> •与“的取值范闱矛盾 | 若 p|(a + 
1), 则《2= — 1 =广一1 (mod p>, 亦与 a 的取值范 围矛庙 .故 C\a,f=T} 中的 

元索与其逆元两两成对，所以 T • (5. 写成同余 

式即为 — =-1 (mod p ). □ 

以后在学习域的性质后.我们还有另外的 a 明方法. 

习题 2 .S 

1. 设 H 是群 G 的子群 • a ,6€ G , 证明以下命题 等价： 

(1) a*'6€H. 

(2) b ^ aH , 
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(3) aH = bH , 

(4) aHf ] bH ^ 0 . 

2. 设 G 是 5 位二进制码闾群（例 2. 1. 3), H ={00000,10101. 01011, 
11110} 是 G 的一个子群，写出 H 在 G 中的诸陪集的元索. 

3. 确定 A , 的全部子群. 

4. 是群 G 的有限子群，且 （| A |, 丨 B |> = 1, 则 IABIHAMBI . 

5. 设4,0是 G 的子群，0=<41；«>是由生成的子群，证明 

[ C « AD / J ]. 

6. 设 •若存在 R . heGi^An = hh.m A = H . 

7. 设 A < B < C ；， 证明: A ] = [ G * • Al 

2.6 正规子群和商群 


正规子群对刻《群的性质有十分1要的作用.下面给出它的定义和有关 
性质. 

1. 正规子群的概念 

定义 2 . 6 . 1 设 G 是鮮 .//< G •若有 

gH ■= Hg , 

则称 H 足 G 的正规子鮮 （normal subgroup >或不变子箱 （invariant 
subgroup ). 并 记作： H < IG . 用 丧示 H MG 的 ft 正规子群. 

由定义可见，任何鮮《卉两个平凡的正规 子鮮： 《4和 G 本身.如果 G 是 
可换群.则 G 的任何子群都是正规子酹. 

例 2. 6 .丨指数为 2 的子群必 M 正规子群. 

证明设 G 是群，，且: = 取^66\只，则^//门《 = 0， 

(;= HUa //= HUHa ， 由阽集 性质得 ，所以 H <! G . 

由例 2. 6.1 可知: 

例 2 . 6 . 2 设 

G= l(o ;)h<Q •…|， 

H= (C ； )h Q l* 

G 对矩阵乘法构成群， // 是 G 的子群•我们来葑 H 是否是 G 的正规子群 • 
任取-个元素 



s = ( 0 r ;) eG ， 

叫 

H ^|(o V) 卜 6Q I. 


显然有 kH ^ Hh . 反之，对 Sj + f ， 由 r 关 0 •取 i , =r 1 & ，得 rs , + f = & + f •故 
所以 

用定义来判断一个子群 M 否是正规子 酹并不 总是方便的，下面给出正规 
子胙的一些性质.使我们有史多的判断方法 . 

2 . 正规子群的性质 

首先介绍与正规子群定义等价的若干命败. 

定理 2. 6•丨设 H 是 G 的子辟，则以下几个命败是互相等 价的： 

(1) Va 6 G , 有 aH = Ha . 

(2) Va6G. V/.6H.WaAa '€H. 

(3) VaeG.WaHci ' CH . 

(4) Va 6 G，：fi aH “ '- H . 

证明 （1)=>(2>, V he H ， 笮 ah ^： Ha=>ah 二 h'altxha 1 ， 

h 、 eH . 

(2) => (3), aha-'^H => aHa _, CH. 

(3) => (4), 由 VaGG , 有 “Ha 因而也有 丨厂即 


a Ha ，，故 ciHa l ^H 
(4) => (1). a Ha 


(aHa l )a = Ha => aH = Ha . 


由定理 2. 6 •丨，当我们要检验一个子酹是否是正规子群时，可用 4 个条件 
之中的任何-个.通常用条件 (2) 比较方便•因为它指出元家的性质，比证明两 
个集合相等要简单一些.例如例 2. 6. 2中的可用以下方法 判断： 

任取 




fl = (o ;) 6G ， h== Co ;) eH ， 
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--• = (“)(： X . ■；>(： 

所以 H ^ G . 

例 2.6.3 设 /^ = {(1>，（1 2)(3 4).(1 3)(2 4),(1 4)(2 3 )K 
证明 fC , 幻 S ,. 

证明由于 S , 是有限群，原埘上用定理 2. 6.1 中任何一个条件均不难判 
断.为简单起 W •，仍用条件（2>.前 面已经 证明过（习 ®2.4(1>>: 

由习鼉 2. 4(1) 知当 1 =( r “_ >， r (*.,>， … 

M —个 K 度相 M 的轮换，因而当 cr 的轮换分解式为0=77:… y , 时•有 
tot ' = ( ry ( r 1 Mry ^ r 1 > … ( ry.r 1 >• 

WlftU 与 nrr 1 的类咽相同. 

Vrd . ae / v ：, 当 0 =( l ) B . h » 然有 ror ''=( l )6 K 4 . 当奸£(1> 时， wr 1 
仍为2 ; 呦羚换 ，而 S , 中所有 2* «»换全在义中，故 nrr 1 6义，所 
以 I <1(;. 

正规子 浒还行以 T ■性质： 

(1) & A^C.B^G.M ADB^G.AB^G. 

证明 私/? 1 € 队所以 A 门 B •故 

先证屮于/\为正规子群.故有•由 2.2 节的子群性质 
⑷知 Ati ^ G . 

冉证 有即〜 ' = < Af ^ , )= a ,6 1 € 

/ Ui , 所以 A «< JG . 

(2) 设 A < lG ， U < G ,0> MnH < lB , AB < C ；. 此性质的证明留作习独. 

(3) 设 A < k ;,«< C ； 且•有 a 6=^. 

证明 、，一 方面 < ib < r 、 b、=(Mbu Mb 1 

另一方面“紿 * 6 1 =aiba 1 b 1 ) 6 A •所以 '6^0^. ^ 

aba 1 b 1 =«• •即 ub = ba. 

群 G 中形式为 ci/za 1 的元索称为 fl ,6 的换位子 （ commutator ), 由 G 中 
所冇的換位子生成的子群称为換位子鮮 （commutator group 〉 ，它具有一些性, 
质，洋见本节习題. 

3 . 商群 

设 //<1 G •则 G 关于 H 的左陪集的集合与 G 关于 H 的右陪集的集合相 
等.称为 G 关于 H 的陪集集合，记作 G / W . 即 
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G/H = (aH \ a ^ G) = {Ha U € G). 

定义由 H 决定的 G 中元素之间的等价关系〜„为 

a ~~h 6 <=^ a 'b ^ H. 

有时用同余记号 表示： 

a~ l b 6 H «=> a = 6 (mod H). 

每一个阽集记作称为模 H 的一个同余类.因而 G / H 又珂 表示为 G / 
H={a\aeG). 

下面我们证明 G / H 关于子垠乘法构成群. 

定理 2.6.2 设 HOG , 則 G // Y 对子集乘法构 成辟. • 

证明，荇先要证明子集乘法是 G / H 中的一个二元 
运算：•由于子菜乘法满足结合律及 H 是正规子耵，可得 
aH • bH = ({a)H)({b)h)-{a)(H{b))H = (a(Hb))H = (abH)H-=abH^ 
G / H •所以子粜乘法在 G // Y 中封闭.再 tf 惟一性：=> 
u 、 Hb 、 H= at Hb t H a,b t H = at b:H, 所以子集喿法 &G/H 中的一个二元 
运算. 

0/H 中负单泣元 H t )/ a HeG/H, a H • H = H • aH = aH. VaH^G/ 
// 有逆元 “ HW . 

综上， G / H 关于子集乘法构成群. □ 

定义 2. 6. 2设关于子集乘法构成的聍称为 G 关于 H 
的商解 （quotient group ). 

正确理解商群的慨念和掌 W 它的表示方法与运算特点•是掌捤舴论的关 
琎 之一. 

例2. 6 . 4 ( Z , + > 中/^■<历〉是正规子舴，2关于《-的商群为 
Z/H m =Z/<m> = U 6 Z} 

= {0.Tt — .m — 1} = (Z». +) 

即为粮数換 m 的同余类舴. 

我们把2/<//1> = <乙，+ )的术语推广到一般的商群，一般来说,0/只也 
称为 G 模 H 的同余类群. 

下面再看例 2. 6.2 中的商群 G / f / •由商群的定义，可表示为 

G/H = UH U € G). 

我们把陪集的代表元选择得尽屋简筚，由于 

gl H ^ g 2 H^g k ,| = U :|( 行列式）， 

而 G 中行列式相同的元素中最简单的元素为 


2.6 正规子鮮扣商蜱 
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G/H =IQ H h c -)=iOh Q i- 

下面利用商群来证明有限可换群中的一个性质. 

定理 2. 6. 3设 G 是有限可换群， p 为家数，且 p||G|, 則 G 中有 p 阶元. 
证明对 IGI 作归纳法. 

|G|=p，W . 然成立.下设并假设命题对 | G |< n 及 p | | G | 成 
立，要证对及亦成立. 

任取•设 o( fl > = 务>1•若/»|是，則V，就是阶元•若户卞是•令 H = 
〈“〉 •则 //<](；, 商舴 = 满足 W| = f< ”和 IG'I .由归纳假设，以 

中存在/>阶元(€以：叱 = 即 = 于是有 r^6H 和〆 •=* ••即 
(r*V = e , 可证否則由 c* ~可得 r* …及 p U, 矛庙.所以 r* 躭是 G 中 
的/>阶元. □ 

ft 后我们给出中.舴的 槪念. 


4 . 单群 

定义 2.6.3 若群 G 关 UKG 中除彳 d 和 G 本身外•无其他的正规子群，则 
称 G M 单群 （simple group). 

例如，当/>是家数时， （ Z ,, + >就是电群.而且可以证明，在可换群中，只 
行它们是笮侨.在非可换群中寻找卑屏•符经屉群论中的一个热门课歧.现已 
得到岡满解决.例如 A .( n >5> 躭是单舴，将在下一节中证明 . SO , 也足单 鮮， 
其证明比较较杂. 

习麵 2.6 

1. 设 

2. 设 ，则 

3. 设 HMG 的子群，若 G 关于 H 的左陪集集合对子集乘法构成群，则 
/7是 G 的正规子群. 

4. 证明四元数群（见习 K 2•丨中第2 0>的每-个子群都是正规子群： 

5. C^AB. 

6. G 是群称为 G 中的一个换位子， 证明： 

(1) G 的一切有限个换位子的乘积构成的集合 /C 是 G 的一个正规子群《 




(2〉G/KMST 换群； 

(3) 若 N<lG, 且 G/N 可换，则 N^K. 

7. 证明一个可换群如果是单群，则它必是素数阶循环群. 

8. A, 是否是单群？ 

*9. 设 （） 是2«阶群•且 n 是奇数，則 G 有指数为2的正规子群. 

2.7 共轭元和共轭子群 

这一节我们继续研究群内一些特殊类型的元索和子莳. 

I. 中心和中心化子 


设 G 是一个酧，和 G 中所有元索部可交换的元索构成的集合称为辟的中 
心，记作 C ( G > 或 C •即 

C(G) = U | a 6 G， V j G G 有 fl«r = jo }• 

W 然 4 C ((；). 故 (：((；)& G 的一个非空子象.又因 Va .6€ C ( G)^ fl A 'x = 
扣 b、， u b •€(：((；> •故 C ( G ) MG 的一个子鮮.同时，很易看出 C ( G 〉 是 G 的 
正规子群. _ 

设 A 珐群 G 的一个非空子集 , G 中和 A 的所有元家均耐交换的元家构成 
的嫵合 ，记作 G ;(/ U , 即 

C,i(A) — U I 戽 € G，Vo € A 有 a/f = 职 } • 

称为 A 在 G 中的中心化子 （ cemerlizer 〉. 易证 Cr ； (/U<G 且 C(G)<C <; (A). 
当时，它的中心化子记作 C ,;( a > 或 C (< i >, 即 

Co(a) — {g \ r ^ G*ag = ga) t 

称为元素“在 G 中的中心 化子. 由定义可以看•当 fl € C 时， 
C r . ia )= G . 卜囱看几个例子. 

例 2.7.1 设:)卜是对矩阵乘法构 


成的群. 


1C !)| ，6Z )* g= (l -l)* 


求 C(G).C,,(H).C 0 (^). 

解 回忆在线性代数中»经做过这样的 习题： 证明与任何矩阵均可交换 
的矩阵为数& 矩阵. 我们马对整数元家的可逆矩阵重新证明此结论.又因 G 
中的元家的行列式的绝对值为丨.故有 
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-> = 1 (： : bCo 1 -,))• 


利用待定系数法可确定 


C, ； (H) - IT ) L =±1,6€ Z 1, 

—：)•(-： \ n ： -,)•(； 


例 2.7.2 求 S « 中元家 a = (12) 的中心化子. 

解鋅先由 < fl >< C c (< i > 知 （ l ),( l ,2)€ C S 4 ( a ), 与目标元家1,2无关的 
群元索 （3,4>6 C s / a ), 这些元家的乘积也包含在 C ： s ,( a > 中，所以 C S | ( a ) = 
{(1),(12),(34).(12)(34)}. 

这样做比较尚观，但还有点不大放心，是否还有其他元家，我们不妨再论 
证一下.设0€0,(<1>,则0(1,2> = (1，2>〜即0(1,2><^ | 一（1,2>，由习*2.4 
中第 1 »的公式得((^1>,^2>> = (1,2>,因两有^1>-»1,(7(2>_2或(；（1> = 
2. cr (2) = l . 不难看出満足条件的元家 a 只有上面这些元 K . Wlfij 结果是正 
确的. 

2. 共辆元和共軛类 


设 G M 群， 《,6€ C ；, 若存在 > f € G 使即 〆 1 =6,则称 a 与 A 共轭 
( conjugate ). 

很容易验证辟中元素之问的共轭关系 S —种等价关系，每一个等价类称 
为一个共轭类，记作 

由等价关系的性质珂知，一个群内所有的共轭类构成群的一个划分. 

现在来分析•中心内元素共轭类的特点.若 fl 6 C ( G 〉， 则 K . = { R ag '| 
= 因而 a 6 C ( G > 的充分必 C 条件是所在的共轭类只含 fl 本身一 

个元家，因而 C ； 可衣示为 

G = CU (U K .), 

其中式 （ J 是对非中心内的共轭类代表元求并.当 | G |< oo 时，則有 
- «(• 

I G | = | CI+ 2 | (2.7.1) 

其中和式是对非中心内的共轭类代表元求和. 

那么，每一个共轭类中的元家个数有什么规律呢？对于中心中的元素，每 
个元素 fi 成一个共轭类 . W 而这些共轭类的元素个数为1，因此主要葙要解决 
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非中心元素所在的共轭类的元素个数问题. 

定理 2. 7.1 设 G 是群 ， a eG ， K a = U 叹》|尺 eG }, 且 |/ C a |< oo , 则有 

I K . | = [G ： Co ( a )]. 

证明记 C ( fl > = C c ( a >, 令 

( gC ( a ) U 6 GK 

是 C ( a > 在 G 中的左陪集集合. 

作对应关系叹 1 ( K .， S >, 

由于 1 '«=> gj ' g , a = ag t 6 C ( a ) « g l C ( a ) = 

☆ C ( a >, 所以 < r 是-个到 S 的映射，且足单射.显然 a 也是满射. 

KW|/C.| = |S|=[G:C( fl >]. □ 

由定理 2. 7 1和式 （2. 7.1) 立即可得以下定理. 

定理 2.7.2 设 Gil 有限群 ， C 是 G 的中心，则有 

| G | = | C |+ 2 [G * C ( a )]. (2. 7.2) 

其中和 式足对 非中心内的共轭类的元求和.此方《称为类方程 （class 
equation ). 

定理 2. 7. 2在分析有限群的结构时经常 要用到 .由正规子群的性质，可扣 
它与共轭类的关 系：若 HOG 和则即正规子群中的任何一个 
元家的共轭类》个邯在此正规子群中，反之，正规子群珐由一些共轭类的并组 
成的.这就为确定正规子群提供另一个方法：肖先求出 G 中的所有共轭类•由 
共轭类的并构成的子群柿是正规子群.可用此方法来解习败 2. 7,10. 

例 2. 7. 3设 Gfi 冇限群 ，|GI = f (/> 为素数），則 G 有非平凡中心 ， BP 
IC |>1. 

证明可用类方程 （2. 7. 2>来证明此定理.萏先分析当时 [G : 
的取值，由于 a 硭 C ， C ( a >< G •故 | C ( a > 丨 = p *(0< a < n ) ，由 Lagrange 定 
理得 [G : CU >] 叫 G |/| C ( a)|«〆 - •("- a >0>, W 此在方程 

lci = |ci+2Cc«c(a)] 

•9C 

屮 ， P 能糗除 IGI 及和式中每一項，所以 p || C |, 即 | C |>1. 

3. 共軛子群与正规化子 

设 G 是群，則不难验证尺二欠//， 1 也是一个子群，称为 H 
的共 辆子群 （conjugate subgroup 〉， 并称 K 与 f / 共 H ( conjugate ). 

如果 W 是正规子群.则 Vg 6 G 有，即正规子群的共轭子群 
必是它自己，因此，正规子群又称为自共耗子群 （self conjugate subgroup ). 因 
而对于非正规子群，必存在异于它的共轭子群.令 
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-4 = < H | H ^ G ) 

为 G 中所有子群的集合，在 A 中定义二元关系〜为 

〜 H t ㈡ 3 茗 € G’ 使尺 1 = H” 

则〜是 A 中的一个等价关系，即子群的共轭关系是 A 中的等价关系.每一个 
等价类称为子群的共轭类.设 H < C ；, H 所在的共轭类记作 fC „ ，则可表示 
为 

K „ = { gHg ^ U € G }. 

当 H <1 G 时 K „ = {//». 下面讨论一般情况下，/ C „ 中元隶的个数.为此，引入 
〜个新慨念——正规化 T . 若 W 不是 G 的正规子桁，总可以找到一个包含 H 
的子群 N ， 使 f / 是/ V 的正规子群.例如 H 本身就是.令 
N C ( H ) = {>? ue 1 = HK 

不难验证且与 H 有以下关系： 

HONoCH). 

称 N <; ( H ) 为 H 在中的正规化子 （ normaliwd .当 H<]G 时， N G (/ i> =(;, 
当//不 MC； 的正规 子斟时 ，必有 N ti ( H )< G . 

利用 N,;(W〉 可确定 /Y 在 G 中的共轭子群的个数. 

定瑁 2. 7.3 设 G 是有限屏 ，H<G,N(W) 为 H 在 G 中的正规化子，则 
与 H 共轭的子群的个数为 

I /C,, | « [G * N ( H)l 

证明设 K„ = uwf 作对应关系 

<pi gHg 、 卜•尺 N (出 ( K„-*T). 

由于 Kittgi ' = «=> gi ' g i Hg l ' gt ^ H « gi'ni 6 N(H) « 

•所以子是映射且是牮射 ，》 然也是满射.所以 

I K „ | - | T | - [G * N ( H )]. □ 

注意定理 2. 7. 3与定埋 2. 7.1 的形式与证明方法类似. 

例 2.7.4 设 G 是群 是 G 中惟一的一个"阶子群，则 H<lG. 

证明利用共轭子群的阶相等这-性质. 

• 芩虑发心的阶•由于 ' ^gh 2 R h, =h：,^\gHfr 1 I = 

|//l= " ，已知 W 是 G 中惟一的 ” 阶子群，所以 /fW/f-s/Z.BP HOG. 

4. 置换群的共辆类 

对于一些特殊的群， SJ 以确定它的共轭类，例如，在线性群中，互相相似的 
矩阵就形成一个共轭类.下面讨沦在又和中的共轭类. 

设 ，a 的标准轮换分解式为 



a = (/，•••》•，_ >(>i … 、… （ h 、 … h 、、， 

其中 1</,</:<•••<“<»»， 并设是一个 P 2 Y •型置换.下面讨论置换 
群中共轭类与类型的关系，从而 SI 由元家的类®来决定共轭类. 

定理 2. 7. 4设 G 是一个 S 换群，的与办在 G 中共轭，则与的的类型 
相同. 

证明由 ( T > 与仍在 G 中共轭 ， Wj 存在 r € G , 使 

mir 1 = a t . 

对任何一个轮换 r =( i ,， i 2 , …, i ,>, 有 

rrr 1 = (r(i|).r(»*)» M, *r(i|)) 

仍是一个长度为/的轮换（见习@2.4,1).如果的=^,^^^.,则 

Oi = to,t 1 = (rr,r 1 )(rr,r 1 ) — (rr,r 1 ) = r\ /,•••/,, 

K 中 〆 .与 r . 足长度 相同的轮换.且由于 r 是单射， 〆 ， 与 〆 ，当/关）时是不相 
交的•故为的类型与的的类《相同. □ 

定理 2. 7.4 的逆定琿是否成立呢？如果逆定理成立，則确定苗换舴中的 
共轭类的问騙鱿很简中了，只黹按它们的类 S 分类.可悄对一舷的霣换耵逆定 
理不一定成立，佝对于对称鮮来说.逆定用是成立的. 

定理 2.7. S 在对称群又中•仍与的共轭的充分必要条件足 a 与的类 
抵相网. 

证明必要性已由定理 2. 7.4 保证，下面只葙证明充分性. 

设的•的是类甩相同的两个 H 换： 

ox = “，•••“、>"•(/»，•/»,•>• 

Or = 

其中 1</, <-</.<!». 

取换 


则 r € S «, 且满足 


,，•••,、 “ wp ， •… 

♦ 

i\ … 八 "wi “.qi •… 


… >>•••(!■(pi )—r(A,)) 
Oi —>/, >."( vw 、> 


所以内与仍共轭. □ 

m 在疋 中，类型相同的置换不一定属于同一个共轭类，可能分裂为两个 
共轭类. 
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定理 2.7.6 设是 A . 中所有与 a 有相同类沏罝换的集合，考 
虑^在&中的屮心化子 C ' s _( 0 >， 则 

(1) 当 （\( cr > 含有一个奇 罝换时 ./ C , 是的一个共轭类； 

(2) 当 C SB ( a > 不含奇置换时 ， K # 在 / U 中分裂为以下两个共 轭类： 

K \ = <mr ' I r € 5.4是偶置换}, 

K \ = {rar ' \re S., r 是奇茛 换}. 

证明苒先，由定理 2.7.5, K , 是 S , 中的一个共轭类，即 

K # = {mr ' I r 6 SJ . 

(1) 苔 Cs .( a > 中有一个奇 g 換 r a . 则 aSf 表示为 Vnyr ' l 6/ C -t 
与 rW : 偶 S 换时， rGA.TM 'ft A . 中与共轭；当 r 是奇罝換时， nrr 】可表 
示为 nrr 1 = r ( r 0 ar „ 1 )r 1 = ( rr 0 )<»( rro ) 丨•由 rr 。6 A ■，所 以 nxr 1 与 a 在 A , 
也共轭.综是中的一个共轭类. 

(2> 若 C .\_ 中无奇 霣换. 荇先 SI 用反 if 法证明与 K ' 在 A , 中不是 
一个共 轭类： 胺设 AC %* K \ 在中是同一个共轭类，則 Vnm 和 

Vr :< rr 2 1 GfC •存在 r € A ■使 HnOT ， 丨 ）r 1 = r ,< rr ： ' . BP ( r ? )< r ( r r 'm ) 1 ==<?• 
Wfftl r ? * rr ,€ C \( a ). r , 是奇霣换 •! ■与 n 舴是偶 S 换•故 t ^ tr , 是命 IS 换，即 
(\(( T > 中介奇霣换，与已知条件矛估.其次冉证 K ' # 与/(\每一个邯足 A •屮 
的一个共轭类然 K \\ kA , 中的一个 共轭类 .对于•任取两个元家 : a = 
ntrri 1 •/?= 1 • n • r : ff 是命 B 换•則 （nri 1 ) a ( r»ri 1 ) 1 公 p ， fft ] r r r , 1 € 人， 

故 a 与 /? 在中共轭•即 K \ 在 A . 中是一个共轭类. □ 

定理 2.7.6 治出了确定 A . 中共轭类的 方法： 疔先把 A . 中的元素按类® 
分类.坩到 K ••然后判断中珐否含有奇霣換，由此决定足一个共轭 
类还坫分裂成两个共轭类和 K '. 

例 2.7. S 决定烏的共轭类. 

解 按元家的类矽分別讨论如 F : 

I s 绍元索只有一个单位元 ， A 成一个共轭类： K , = U 1>}. 

1'3'咽 W 换共20个元索，因(^((123>> = {(1>,(45>,".}中有奇霣换 
(45), 故由定理 2.7.6 知 K m ,, = {(123>,(132> •…} 是一个共轭类. 

1'2 2 型 S 换共】5个元素.因（^((12)(34>> =彳（1>,(12>,«0屮含有奇 
置换(12>,所以 / C ( wm ，也是糸中一个共轭类. 

5 1 型盟换共24个元家，由于匸 ％ ((12345>) = <(12345>>,不含奇*换，故 
As 中分裂为以下两个共 轭类： 

K U w 45» * {(12345), (12534 >,(12453).( 13254). 

(13425),(13542),(14235).(14352) , 

(14523).(15243),(15324).(15432)}. 
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K (2 IM s , = {(21345).(12354),(12543),(12435), 

(13245),( 13524 >,(14253),(14325), 

(14532) , (15234) , (15342) , (15423)}. 

综上 ， As 中共有5个共糖类： ZCpfCnn ， 

下面利用共轭类的性质证明 A s 是单群. 

定理 2.7.7 是单群 • 

证明设 N 是 A , 中的一个正规 子群& 1< N < U ,, 由于疋=<(123>， 
(124>,…（12”>> (习賊2.4,5>,取0=(123>,/(,为所有3-轮換的集合，由于 
(45)6 C S ,<(123>), 由定理 2. 7.6, K , 在 A , 中是一个共轭类.由正规子聍的 
性质，若 N 包含一个3-轮换，則 K . CZN , 从而 N = A .. 

下曲我们来证明 N 包含一个3-轮换. 

考虑； V 屮打有《多不动点数 B 的作单位元•则必有1* 〆 肜的贤换具有 
此件质，其 中；) 为素败.否 W ], 可通过乘方将 ( T 变为这神形式，或得到有更多不 
动点的元家，与 a 的选取矛诱. 

然后分以下几种情况讨论： 

(1) 若 /> = 2，0=(12>(34)“•，取 r = (345), 則有 a = r<yr -> „ > = 
(1)(2>(354>…比0有更多的不动点，与 a 的选取矛盾. 

(2> 若 /»彡5,可设 a =(12345 …•，取 r =(234>, 则灼窗阶 V 1 = 
(1>(4>(235>…6 N •灼比 a 有更多的不动点•与 a 的选取矛语 . 

⑶若 P = 3 且•这时可设 < y =(123>(456> …，与 （2) 相网的方 
法可得矛雇. 

故必有夕= 34=丨,<»为3- 轮换. 由正规子群的性质，/ V 包含所有的3•轮 
换 ， W 而 N = A ,, A ,( n >5) 是单群. □ 

习题 2.7 

1. 设 G = GL Z ( C ) 为复数域 C 1：的2阶全线性群 ， N 为非异上三角2阶 
矩阵的集合， H 为对角元索为1的上三角2阶矩阵的集合，求 C ( G ), C g ( N ), 
C N ( H ) t N 0 ( H ). 

2. 设/7<0, 证明： 

(1) C c ( H )<] N f ；( H ), 

<2) C ,. iC 0 ( C 0 ( H ))) = Q ( H ). 

3 . 设 G 是有限群， H < G ， G 中与 // 共轭的全部子群为 H , , 

则是 G 的真子集. 

I 叫 


4. 证明阶数为 〆 （ p 为 素数） 的群是 SJ 换群. 

5. 设群 G 满足 | G |= pg ./),<7 为互异素数，且/»<</，則 G 中的阶子群是 
正规子群. 

6. 设 | G |=/ T ( p 为 家数） ，试证 G 的非正规子群的个数是 p 的倍数. 

7. 证明在又中2型霣换的个数 M 

_ wj _ 

iMMud - v - A .!. 

8. 确定 A , 中的共轭类与正规子群. 

9. 确定二面体群 D 4 的共轭类与正规子群. 

•10 •设 

G= (C cl 卜士 1 “叫 

是对矩阵乘法构成的群，礴定 G 的所有共轭类和正规子群. 

2.8 群的同态 

舫面介紹过两个辟的同构 的概念 ，下面铪出两个辟的同态的槪念，它描写 
了两个群的某种相似性.群的 M 态 M 群论中又一个关 键槪念 ，必须熟练 掌握. 

I . 群的同态 

定义 2. 8.丨设 ( G , • 两个群，若存在映射 G " 满足 

Va .6 6 G , 均有 /(fl • 6> — /( a ) • / C 6), 

则称/坻 G 到 G ' 的一个同态映射或简杯同态 （ homomorphism ). 

若/是单射.则称/是单同态 （ monomorphism >.若/是满射，则称/是 

满同态 ( cpimorphism >，这时称0与《同态•记作若/是双射，则/就 
是 G 到的同构.所以间态与同构只差一字.同构是一种特殊的同态. 

Im /=/( G ) 称为 G 在 / 作用下的同态像 （homomorphic image ). TCG ', 
/" UT *) 表示子集了的全原像. 

例 2. 8.1 设 G=(R , + >W = U | a € C ， U |= l >, G ' 对复数乘法构成 
群.作 映射： 

f：x (G -• G f ). 

因为 /( x , + x ,) 

= /(•!••>• /(x 2 ), 

所以 / 是 G 到 G ' 的同态•显而易见, / 是满同态•但非单同态. 




的同态 ，鉍然 这是单同态而非满同态. 

例 2.8.3 设 G=(Z ,+>,0 / =(乙，+ ),作映射 

<j ： kh*k (Z-Z.). 

因为 到 G' 的同态，_§ 

8 然是满 同态， W 而有 G 〜(广 

例 2.8.4 设 G 是舴， H< IGW =G/H, 作映射 
tp.a y-*aH (G -* G / H ). 

= 炉 (6> •所以 f 是同态，且是满同态，故 （；〜(；, 
『/.此同态称为辟 G 到它的商鮮 G//Y 的自然同态 （natural homomorphism). 
不难证明同态的 一些蔺 哝性质：设/是 G 到 （ T 的同态 ， Wij 


/((i) => / '(N)^G.N^J/(G) => / *(N)<IG.o(a)<oo => o(/(a))\o(a). 

请读者一一加以证明. 

2. 同态基本定 a 

定义 2.8.2 设/是 G 到 G ' 的同态，令 

K * {<* | a 6 G./(a) = / ) ^ f 1 (/), 

则称 K 是问态/的檳 （ kernel 〉 •记作 ker /. 

同态核就 M 申位元/的全原像•由上面提到的间态的简单性质，它是 G 
的一个子群•且冇以下性质. 

定理 2. 8.1 设/是 G 到 G ' 的同态 ，/C = k er /, 则 

(1) /C<1G, 

(2) Va # 6 hn / •若 fCa )= a\m / '( a ^- uK , 

(3) / 是单同态 ㈡ 

证明（丨）前面已经指出 / C 是 G 的子群，因为有 





〆，得 u ieK, 因而 je a /c,/ 

综上得 / l ( a )= aK . 

(3) /是单射 《 V ， e /( G > 有 1/ '( a ^ l-l « UK |=1 ㈡ | K |=1 ㈡ 

K ={**>. □ 

下面的同态笔丰定理是群论中最重要的定理之一. 

定理2.8.2<同态基本 定理） 设 /MG 到 G' 的满同态 •K = kcr/， 则 

(1) G / K ^ G \ 

(2> 设史是 C； 到 G//C 的自然同态，埘存在 G / K 到 G ' 的同构 a 使 f = o < p . 
证明 （1) 设 G/fC=UKkeG>. 作对应关系 

amK —/(«> ( G / K -^). 

W 为 ^,K = «iK « gx ' gt^K « /(«, '«：)=/ « /( 尺 ■> = /(☆) •所以 j 是 

映射 a 是单射. 

乂 VA6C/ ，由于/蛙満同态 • 3a6G 使 /(u)=«6, 故有 “KeG/K 使 
a (“ K )= f ( a )= b •所以 0 ft 满射. 

a(K\Kf! t K) =a(g,g t K) ■= /(^,ATf) * /(>fj 

所以 a 是同构映 W . G 7 K 兰 CT . 

(2) 取（1>址明中的 a : >fK ― •/(;?> ( G / K - G^.WI Vj 6 C，W 

(tnp)(s) 83 a(<p(s)) ®= tr( jK ) ■* /(j) ( 

所以 □ 

同态基本定理中几个群的关系可用 W 2.4 U > 丧示. 



坩 2.4 


我们来苕一下例 2. 8.3 中的 同态： 

< r : 务 —i CZ -♦ Z «) » 

它的核是 

ker<r = ik | aCk) — 0} = I * 
={/ n I / = 0, ± I , ± 2. 


=< n >. 



由同态基本定理得到 


Z/<n>SZ.. 


这是早已知道的结果. 

例 2.8.5 设6 = ^,(尸>是数域 F 上的全线性群 = 
1}, G ' = ( F _ , • >，用同态 基本定 理证明 


证明作映射 




f iA -*deiA (G -» C /) 


所以 / 是 G 到 V 的同态. 
X Vu € F * ，可取 


*00 


则所以 / MG 到 C / 的满 W •因而/是滿间态.它的核为 
kcr /- {/\ 6 C | f ( A ) =M |= U = H . 

故 rtiN 态基本定押得 


例 2. 8. 6把 G 中所存元索都映射到 CT 中一个元家，的映射，称为 G 到 
G ' 的零同态 （zem homomorphism ). 证 明：当 G 是申群时， G 到 G '的同态/是 
中同态或零同态. 

证明由 f /< = 1«彳<1(；,由（；的单性知/<=卜}或尺=(；. 

当 K = U } B 、 f , 由定理 2. 8.1 知/是单同态.当尺=0时•则 /( G 〉= 〆 ， 所 
以/足零同态. 

3. 有关同态的定理 


关于同态还有以下三个重要 定理： 

定理 2. 8. 3( 子群对应 定理） 设/是 G 到 G ' 的满同态 . K - ker /, 
S = {H \ 好<6且《 

S f = { N \ N < G f }. 

则存在一个 S 到 S ' 的双射. 
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证明作映射 

a : H — f ( H ) ( S— ^). 

首先可证 a 是单射 •• V 6 S , tf ( H , ) = « r ( ) =>/( H ,) = /( H 2 ), 

VA , e W , 有心 6 H ? 使 /(/., )-/(/. ? )=>/(/ i , , /. 1 ) = e / =>^， , A l € K => A , e 
心间理可证 •所以是单射. 

冉证 a 是满射 •• ViVeS 、令 H = / *(N> •由于 K=/ *(〆>£/ »(iV)， 故 
K£H. 

乂 V A ,, 存在 ”,，”，6/^ 使 ”•=/(/»•)•/!,=/(/»:) •由于； V 是子 
舴，〜〜 l= /(w oe/v •所以 hM ' er'ima h 是 g 的子群•且 
a(H) = N. 

综上, a 是 S 到 S' 的双射. □ 

我们亦可用一个围（用 2. 4 (b>) 形象地表示 G 与中子群的对应关系. 
葙要注意的是， S 中的元索是 C； 中包含 ker/ 的子群. 

两个群同态，不仅子舴之间冇对应关系•而且它们的商群之间也有确定的 
关系. 

定理 2 . 8 . 4 ( 笫•"同构定理.或商酧問构定理 > 设 /* 群 G 到群 G' 的满 
网态， /C_k«/,W<|G 

(WH^ G7/(H>(^ j^). (2. 8. 1) 

证明由同态的简中.性质，知 /(HKlcT. 

下面用间态苺本定 理证明 此定理.令 

* /(H). GV/(H) = I f(g) 6 G f ). 

作映射： 

tng (T 一 G./lTh 

因为 ^«_/?*)_/(/?必出'=/(沿•所以 a 是 W 态•由 
于/是满同态，所以 a 也是满同态. 

ker«y = U I 其 6 G ， f(g)H’ = H’} 

= U€G|/(^)6 H # } 

由于 /(H) = fT •且 f/>K = k er /， 由子群对应定理知 H = / 
k ew =H •于是由间态基本定理得 

分別冉对 fT 应用同态基本定理•则得等式 （2. 8. 1>括号内的式子.且括 
号内的等式对任何 G 与 H 内的正规子群 /C 都成立. □ 

定理 2.8.S (第二同构 定理） 设 G 是群則 

HN/N^H/CH f] N). (2.8.2) 
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证明首先分析等式 （2.8.2) 的意义，由正规子群的性质 （2.6 1?>知, 
WiV 是子群且 iV 因而等式 (2. 8. 2>两瑞有意义. 

仍用同态革本定理来证明此定理.为简单起见•从等式 （2. 8.2>的右端注 
左端证明. 

作映射 <p：h I — hN (H — HN / N ), W ^ <P a i h z )^h,hjN = h i N • 
/| 2 〜=史(/!, )#/«:>, 所以史 是同态 • a 然 M 满同态. 

kcr f ={/. I /» 6 f / 旦 y >(/ r > = N } 

={h U 6 H 且 AN = N } 

= ihlh 泛 HKh e Ni 

n N. 

故由同态基本定理拊式 <2.8. 2>. □ 

例 2.8. 7 设 K . = {( 1).(12)(34>.(13)(21 ).(14)(23 )K 

证明 

S./K, ^S,. 

证明这个问 KM 然坷用同态踽本定珲来证，但不场找到恰当的 s , 到 
.% 的对应关系•下面利用第二 M 构定理来证. 

打先利用 霣换群 共轭类的性质•知 K , 戈•由此可得&/^<5,,且因 

⑽ … |S .I. 

所以5?,=5?,仏. 

然后利用第二同 构定用 .得 

S./K, = S./C./K, ^ S t /(S Z fl K t ) - S,. 

设/ V 为 G 的作乎凡正规子群，若有正规子鮮 H 使 N <//. 则必有 H = 
(入这时•称/ V 为 G 的一个极大正规子鮮 （maximal normal subgroup ). 申群内 
无极大正规子群.并有以下性质. 

例 2 . 8.8 设 G 是群 •〜<(；, 則 

G / N 是单酹 ㈡ N 痊 G 的极大正规子群. 

证明 ->： 设有子群 H 满足： 由第一同构定理得 



由于 G // V 是单群且•故必有 H / N = G / N , 即 H = G . 所以 N 是 G 的 
极大正规子群. 

<=：设 l < H '< IC ；/ iV , 史是 G 到 G / N 的自然同态， — ^从令 H = 
9 则 n = F |(1> = N , 且 H 幻 G , 由 N 是极大正规子群，得 

H = G , 所以 / Y '=^( G >= G /, V , 因而 G//V 是单群. 
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4 . 自同态与自同构 


设/是 G 到 G 本身的_个同态（或 N 构），则称/是 G 上的一个自同态 
( endomorphism ) (或自同构 （ automorphism 〉>• G 上的所有自同态的集合对变 
换的复合构成•个含幺半群，称为 G 上的自同态半群 （endomorphism 
semigroup 〉， 记作 EndG . G 上的所有 fi 同构的集合对变换的复合构成一个群， 
称为 I •.的自网构 _(automorphism group ) •记作 AutG . 

在桁 G 中，取定一个元家 a , 定义 G 上的一个变换〜为：对任何 Jre 0 4 i 
a . U)=asa l ,m t 是 G 上的一个自同构•这个自同构称为一个内自同构 
(inner autinorphism ). G 上的全体内 ft 同构构成一个聍.称为内自同构群 
(inner automorphism group 〉. id 作 InnG , BP 

Inn ^» = \ a a I a ^ (; •对任何 *r 6 G 有 = axa 1 }. 

内自间构群有以下性质. 

定理 2 . 8.6 设 G 是群.則 

(1) lnn (；<| AutG . 

(2) G / C ^ InnG . 

其中 r 为 G 的中心. 

证明 （ 1 > 由定义有 InnG < AulG . V /6 AutG , 6 InnG , 有 
C / a a f ' )( j ) ■/«».< / 1 ( j ))-*/( ti / 1 ( j-)a 1 ) —/( o ) x /( a ) 1 = <7"-，（< r > •所 
以 fa„f ' 6 InnG.tt InnG ^ AutG . 

(2) 作 C ； 到 hinG 的映射 — 久，«见这是一个满射且有〜， 
而 = abj ( ab ) 1 = a (bxb 1 )a 1 (•*■> ， >r 6 G •所以 < p ( ub ) = a ^,— 

ajJk = tp ( M 、< p ( J ，、 ，故 G 〜 InnG . 冉求 穸的核： ker ^ 3 * { a |<；6 G .< y . = 1} = { 0|06 
对任何 ■/•€(； 有由同态基本定理得 G / C 兰 InnG . □ 

下面通过一些例子来说明如何确定一个群的自间态半群或自间构群. 

例 2.8.9 设 Z 是整 数加群•试确定 AutZ . 

解设 / MZ 的任 一 ft 同构.并设/(1>=夂则对任意 jeZ 有/&> = 
h . r . W 为/是满射•故存在/«€2使/(//1>=^ = 1,由此得走=1或务=一1.也 
躭是说，只冇以下两个映射才有可能是同构映射： 

/.< x ) = x , j-e z , 

/ z < j ) =— J . x 6 Z . 

不难验证 /, 与 f z 确是 Z 上的同构•所以 AutZ - M / p / deS ,. 

通过这个简单的例子可以说明如何确定一个群 G 的全部自同构（或自同 
态).首先分析仔意一个自同构（或 A 同 态）/ 的性质，主要是分析 G 的生成元 
在/ 卜的像 •从而决定/所具有的约束条件，根据这个约束条件写出全部 
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同构（或自 同态〉 .在表达方法上，最后得到的不同的自同构(或自 同态） 应用不 
同的映射记号（例如 /,,i=l,2 ，…） 表示，对每一个映射 /. 给出/,(1)的一般 
表达式. 

例 2.8.10 证明 AutS s ^ S 3 . 

证明首 先珂利 用定理 2. 8.6 碥定 IrinS ,: 因为 C ( S ,) = 1, 所以由定理 

2. & 6<2)得 InnS, ，丨 InnS, | =6•因而 | AutS ，丨 >6. 

令 a = (12>，6=(13>,c = (23),A = {a,6,d,S A 为 A 上的对称群.作 
AuiSa 到士的映射史： 

利用是 S 的生成元集•不难辁证这是一个单射，所以 
6,故 


AutS, = InnS, ^ S,. 

此结论可推广到所有《次对称 IThAutS , 兰 S B ( n ^3). 

在确定一个群的自同态半群和 A 同构群时利用以下途径是有帮助的 


(1) 利用 G 的生成元的像来确定可能的 ft 问态.（2>— 个自㈣构必然把 G 的牛 
成元映成生成元.（3>利用 InnC； 与 AutG 的关系. 


习 )1 2.8 


1. 设 / MG 到 G , 的同态，到 G , 的同态，則 < 是 G 到 G , 的 

同态. 

2. 设0=<(〜6)|“,托只关0>是对乘法 :（ a ,6>( c , 心 = ( fl c , ac /+6) 构 

成的群 = 证明 

G/d ， 

其中只_是非零实数的乘法群. 

3. 设 G 是有限 Abel 群•证明 ftK ^ g k 是 G 的自同构的充分必要条 

件是 

a , | g |) = i . 

4. 设 G=(Z • + >， G / = < a ) 是6阶坭环群 V ”62 ,则 f 是0•到 
G ' 的满同态 . （1>找出 G 的所有子群，其在 ？ 下的像为 < a »>. (2) 找出 G 的所有 
子群•其在 SP 下的像为 

5. 用同态基本定 理证明 

( Q .+)/( Z .+)^ a , 

其中 U 是所有单位复数裉的乘法群. 

6. 确定 End ( Z , + ) 并证明它与 Z 的乘法半群同构. 
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7. 求群 Z , 上的所有自同态与自同构. 

8. 设 K , 是 Klein 四元群•求 AutK ,. 

9. >，求 InnG . 

10. 设 G 是单群，且不是可换群.证明 

- H . 设 G 是一个群, G 的子群仅有有限个,/是 G 的满自同态，证明/是 
G 的自同构. 


2.9 群对集合的作用， Burnside 引理 

这一节介绍群对集合的作用的 tt 念和理论.它是群的某些应用的桥梁，也 
是分析有限群结构的有力工 A (见 2. 10节和 2. 12 节〉. 

1. 群对集合的作用 

设 X ={1,2,”、”}. G 是 X 上的一个》换 W . 任取 ^ r € C ； 和称 
为群元家发对的作用.并称群 C ； 作用于集合 X 上， X 称为 B 标集.这 
里， id 号衣示群元索欠所对应的； C 上的可逆变換.可以把霣换群对目标 
集的作用这-•槪念推广到一般的群上. 

设 G ft — 个一般的舴 •/} 是一个•合 •如果 C ； 与上的一个变换群 r ,' 同 
态•则 G 可通过 CT 作用于 H 上.如果 G ' 是一个 B 换群.则称它是 C ； 的一个置 
换表示 （permutation representationh 如果 G ' 是-个矩阵辟 • Wd 称它是 C ； 的一 
个线性表示 （linear rcprcsenlalion ). 下面具体给出群对樂合的作用的定义. 

定义 2. 9.1 设 G 是一个群,是一个集合（称为目 标集） ，若对 
应上的一个变换 #(■«•> 满足 
( i ) e ( x )= j . v ^ en * 

( H ) gig 2 U )= g t ( K 2 U ))^ x € a . 

则称 G 作用于上， /?(•!■) 称为只对的作用. 

由条件不难证明是 /} 上的一个可逆变换.由条件 ( ii ) 不难证 
明定义 2. 9.1 中所说的对应关系是 G 到上的变换群的一个同态.留作习题 
(习题 2.9,5). 

下面我们举例来说明群对集合的作用这一概念. 

例 2. 9. I 设 G 是一个群，定义 G 对的作用为 

g(x) = gx. 

很易验证满足定义 2. 9. 1中的（以(1>=«* = 1, Vx 6 n , ( ii )^,^( x ) = 

R\KzX = R x (g zI )= gl (g 2 { x )) t W JT^n. 
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第 2 幸群 论 


这种作用称为 G 对其本身的左平移或左正則作用. 

类似可定义 G 对其本身的右平移 作用： 

与左平移作用不完全类似. 

例 2.9.2 设 G 是一个群,，定义 G 对的作用为 

«(■!■>= garg 

容妨验证满足定义 2. 9.1 中的 （ i > 和 （ ii >, 请读#自己完成.这种作用称为群 G 
对其本身的共轭作用. 

以上两个例子中的集合 n 都是群 G 本身，下面一个例子中的集合 n 不同 

于 G . 

例 2.9.3 设 Gil — 个屏是 G 的所有子群的集合 ， PP 

n =» (H I H<G}. 

定义 G 对0的作用为 

* gH K '*. 

它满足⑴ Hf /> 篇， H ， l = H ^ n . Cu ) g i g 2 ( H )^ g l g t H ( g lKi ) 1 
•=々 （&(//>>• 此作用称为 G 对其子群锲的共轭 

作用. 

但如果对例 2. 9. 3中的17定义 G 对 n 的运算关系为•这躭 
有问哩了，因为不一定 是子群 •所以 > r ( H ) 不是 n 上的变换，不满足定义 
2. 9. 1,因而不是 G 对的作用.但我们 n 了以取定 G 的一个非平凡子群 /Y ,并 
设目标集为 • 

厂= iaH | a 6 G ), 

即 H 的所有左陪集的集合.然后定义 G 对 r 的运算关系为 

g(aH) - naH , 

则 •且满足 aH ^ F t Cn ) g \ gz ( aH ) = II = 

^ ( g 2 ( uH )). 所以这是 g 对 r 的一个作用 • 

以后我们还会遇到史加复杂的群对集合的作用的悄况. 

有了群对集合的作用这一《念•可以进一步利用群分析集合的性质，下面 
引进轨道与稳定子群的槪念. 

2. 轨道与稳定子群 

定义 2.9.2 设 n 为目标集•群 G 作用于上, a en , 则集合 

/2a = {g(.a) | cec K 

称为在 G 作用下的一个轨道 ( or bU >, fl 称为此轨道的代 表元. 


2.9 群对集合的作用， Burnside 引理 


89 


由轨道的定义易得以下 性质： 

(1) 若在 D 中定义二元关系〜为 

a 〜 b ㈡ 使萁 （ a >=6， 

则〜是中的一个等价关系.且每一个等价类 S 就是一个轨道 Op 

(2) 即轨道中任一元索都有资格作为代表元 • 

(3) 构成/2的一个划分，因而有 

I n I = 2 I a I . 

K 中和式是对轨道的代表元求和. 

上面可以看到目标集 n 在群 g 的作用下被划分为轨道的并，反过来，可 
用轨道来研究群 g 的结构.并解决轨道长度与轨进数的问題. 

设若其，則称 a 是其的一个不动点 （fix point ) •以 a 
为不动点的所有群元索的集合记作 

* {/f I ^ 6 G*g(a) = a). 

V Ki ， Ht 泛 （U gi <“）*= a . 扪 （ a ) 农 a •及幻丨 （ a > *= a •因而心心丨 （ a > = 
及 •，所以 G.<G. 

定义 2.9.3 设群 G 作用于集合/3上, fl 6/7 •则 f 群 
G. *= {>? J >f 6 G,/r(<i) = a), 

称为“的《定子籌 ( stabilizer ) •又记作 Subca . 

例如，在例2.9.1中，群（；对其本身/3=6的左正則作用 ：>? ( < 10 = ;^,若 
取•则轨道认=&(0>丨/^0{ / ^丨震€0；},由于¥6€^3只要取/?= 
则 K ( a)^=ba l a = b , b ^ na . 故得因而 ， n 在 G 作用 F 只有•-个 
轨 ifl . 这时称 G 在 /} 上传递或可迁 （ transitive 〉. 椬定子群 Stab cfl « UI > r 6 G , 

只 (a > = a} = < 尺丨尺 € G • 即 *= a} = U}. 

在例 2. 9. 2中 •(； 对 /J = G 车身的共轭作用：/{(1)=以7^,取 
a = U (« i ) l /?€ G } = U 叹是 13中的一个共糖类 . Stabofl-UI 
g ^ G ^( a )= a ) = { g \ g ^： G , gai { '= a }= C c ( a)fi a 在 C； 中的中心化子. 

在例 2. 9.3 中，匸对^二^川^/^⑺的共轭作用：…/^二其打尽-卜取定 

|其€0 = /(„，是只的共轭子群类. 
Stab,.H = { n \ geG , g ( H ) = H ) = { fi \ g ^ G t gHg ， = H } = / V G (/ Y > 是 H 在 G 
屮的正规化子. 

从以上例子可以看到，为写出轨道与稳定子群的表达式，先写出定义，再 
将具体的作用代人，即可得到轨道与稳定子群的具体表达式. 

关于稳定子群及其和轨道的关系有以下性质： 
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第 2 章群 论 


(1) 软道公式 

证明设5=</^|尺可表示为 /3. = u ( a > kec ；>, 作对应关 
系 yj : 

< pig (. a ) ( H t -*■ S ) ♦ 

由于 / f ,( a )= g 2 ( a )<=> g ,' , /{ i ( a )= at ^ g l • ㈡ ☆(；•= 幻 G •，所以 9 

是映射且是单射，显然也是满射. 


0fW|nj = |S|-[G«Gj. □ 

(2) 由轨道公式和 Lagrange 定理 SJ 得 

I G | =* | /}. 11 G. I . (2. 9.1) 


1«1= ECg « gj . 

其中和式是对轨道的代表元求和. 

(3> 同-轨道上的元家的锪定子群是互相共轭的： 

= 〆 ；•/?•. 

读#不难自己洋细证明 （3>. 

公式 （2. 9. 1) 可用来确定某个 霣换鮮 G 的元家个数•由于 R 给 G 的子 
群.阶数比 G 的阶数小•容易碥定，例如在鵃定某个几何体的旋转群时，当几 
何体比较复杂时•不秘找全旋转鮮的所有元索•这时可利用式 （2. 9.1>先确定 
G 的元家个数，然后冉逐个找出所有元素.在式 （2. 9. 丨>中，由于仏楚 G 的子 
舴，往往容躱确定，从而 SJ 求出 | G |. 


.例 2.9.4 确定正四面体的旋转群的元家个数. 

解取任一顶点 a , 保持不动的旋转很容易 W 出有3个元家，即丨 =* 
3,又由于 a 可转到任 H — 个其他的*点在上是 坷迁的 ，故 = = 

4•因而有 |G 卜 laJK；.|-12. 

共有12个旋转•一般情况下，很容易找出绕过頂点的袖的9个旋转.另3 
个是绕过对边中点的轴转180°的旋转. 


例 2. 9. S 设 X = {1,2, 3,4,5 ), G - {( 1 ).( 12) ,(345), (354), 
(12)(345>，（12)(354)> •确定 X 在 G 作用下的所有轨道与格定子群. 

解 /7«.| = /?«.} = { 1 *2} » 

={]•，• *=/}•-$ = {3*4*5} « 

G .-, = G- t = {(1),(345).(354)}, 

G-j =(；— = G^i = {(1),(12)}, 

显然满足 — 


3. Burnside 引理 

下面解决如何计算集合在群作用下的轨道数 B 问®. 




2.9 


群对集合的作用， Burnside 幻理 
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定理 2. 9.1 (Burnside 引理） 设有限群 G 作用于有限集 X 上，则 X 在 G 
作用下的轨道数目为 

N = f ^7^^)， （2.9.2) 

其中 以《> 为元素 / f 在久上的不动点数 B •和式是对每一个群元素求和. 

证明设上的不 
动点的悄况用一个表（表 2.4) 表示出来，表的上表头为； C 的 元素： ai *" a ，… 
〜•表的左表头为 G 的元家 ：> r , … > f , •••#_, 表中第*•行第 j 列的元 素记作 E v , 
并令 

P __ I 1 * 当 ^.( fl >) = a ,, 

* * 10. 否则， 

(i = 1 .2. — , m . j = 1,2 … 


表 2.4 



然后再把每一行上的元素加起来，其和正好是&的不动点数0以&^把 
每一列的元索相加，其和正好于是得到 

E IG. I- Ex ( *> - 

由于X是有限集，在 G 作用下形成道数是有限的•故 SJ 设X在 G 作 
川下的 轨道为 n, .认，… ,av. 可把上式左边的和式先对同 一轨进 上的元素 a 
所对应的 IGJ 相加，然后再对不同的轨道相加，即 

E I I = S I ； I G. I, 

•6 龙 

由于 Go = gG a g -\ |G I(-) | = |G.|. 即同一轨 进上的 稳定子群的阶数相同，故 

E I G - I = I 11 G. I = | G U 
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所以 S IG . 1= S | G |= N | G |=] 

•€X 4-1 « 

即得公式 (2. 9.2). 

用例 2. 9. 5 很易验证 Burnside 引理: 

分别计算 G 的每一个元素在 X 上的不动点数 
(345)) = ^((354)) = 2,^((12)(345)) = ^(( 12 X 354)) = 0. 所以 

N-4-(5+3 + 2 + 2) = 2. 

o 

群对集合的作用是群沦中一个较为深人的蟪念•是许多应用的堪础.将在 
下一节具体介绍一些应用. 


习題 2.9 


1. 设群 g 作用于集合 x 上,是 a 所在的轨道.证明 

a 6 a « a =* a . 

2. 设 fffG 作用于 X 为 u 的 © 定子鮮•证明 

(; 〆 •，= 

3. 设 G 是群为 f/ 的左 W 集集合，定义 
“ H 6/3 的作用为 

g(.aH) = gaH . 

证明其满足定义 2. 9.1, 并鵃定轨 iff 与铨定 子群. 

4. 设 G 是舴 ./} 是 G 的所有*元子集的集合彳 <|G| •定义 只 6(; 对 AC€ 
0的作用为 

g ( K )^ gK , 

证明其满足定义 2. 9.1, G 在 n 上是否可迁. 

5. 设 G 是舴是一个有限集合 ,G 作用于 /2 上表示犮 6G 对 
0的作用 . if 明： 

(1) /是口上的 一个 霣换. 

(2) 令&是上的对称群.則 

• P ： f ( ( G -^ S a ) 

是“到^〃上的一个同态.当 p 是单同态时，称 G 对的作用是忠实的. 


2. 10应用举例 


群论在计数问迓、数宇通倍及近代物理等方面有广泛的应用，下面仅就在 
计数方曲的应用介绍若干例子. 


1. 项链问題 


在第1章中已经介绍过项链问題.它的一般提法为 ：设有 n 种颜色的珠 
子，要做成有 m 颗珠子的项链.问可做成多少种不同种类的项链？ 

这里所说的不同种类的项链.指两个项链无论怎样旋转与翮转都不能重 
合.在数学上可以描述如下. 

设； C = U , 2, •••. mK 代表 m «珠子的依合，它们顒序排列组成一个项链， 
出于每颢珠子标有号码.我们称这样的項链为有标号的项链 .4 = &,,〜，•••， 
^}为 W 种顔色的集合.则每一个映射 

/: X - A . 

代衣•个有标号的项链.令 

n - { f \ f . X ^ A ) * A x . 

它圮全郎有标号项链的集合， a 然有 

l ,x, = 

适全部有标号项链的数 H . 

现在考虑二面体群对集合 o 的作用. 

设 


/ \ 2 ••• k ••• m \ 

. . . 6 D m . 

( 12 •••*••• m \ 

e 其中 r , 6 九 

Cl Cl / 


定义 AJ 对 / 的作用为 


心] 勺 ，⑴，⑵…1 

' Cl Cl … c m / 

… , •卜众 

c, ••• cj 


/A S 所以 /?,«“/> = &(&(/>>, 因此満 足定义 2.9. 1, 其直观意义是， 
的作用就是对項链的点号作一个旋转变換或翮转变换，因而有 
X 6 D . 使 >{(/,>=/:«/, 与 A 是同一 类费的 《/,与«于同一轨道. 
因此，每一类型的项链对应一个轨道，不同类型项链数目就是/3在 D ■作 
用 F 的轨进数目，珂用 Burnside 引理求解. 

下…个关键问题 M : 如何求只在上的不动点数 z ( g >, 这与其 

的贸换类® 有关. 设 坫一个卜24 … mkeS 换 .片的 轮换分解式可 表示为 


( 2 . 10 . 1 ) 


可以证明 

g(/y = /«对应式 ( 2 . 10 . 1 ) 中同一轮换中的珠子有相同的顔色. 


10 . 2 ) 


例如.设 


g *(12)(36)(45) 6 D t , 


/，= t 


5 6 


«</.) 


«(D g(2) >f(3) g(4) k ( 5) g(6) 


5 4 3 \ 


故 /, M AT 的一个不动点.反之，若对应 g 的轮换分解式中某个轮换中号码的 
珠子有不同的顔色，例如 


/ i - C , 

T:: 


4 5 6 ), 

<ij a, a 2 / 


/f(l) /?(2) /?(3) /f(4) ^(5) g{6) 


5 6 




所以 A 不坫 K 的不动点.不难对论断 （2. 10.2>作一《的证明.此处不再赞 
述了. 

r 面我们来进一步计算 x ( «>- 

: >：(/?) =* h/1 / 6 n,g(/) = /) I * 

而满足 v/)= /的 /, 对应于 《的同一轮 换中的珠子的颜色必须相同 .w 而每 
一个轮换中的珠子颜色共有《种选择.而《所含的轮换个败为1 +心+…+夂， 
所以满足条件尺(广=/的项链颜色有种选择，故 

x( 戽）= 

将它代人 Burnside 公式，就得项链的种类数为 


N = 一 

其中和式是对 D _ 中每一 个置换 求和. 


(客为 2** 


:. 10. 3) 



式 (2. 10. 3>可进一步表为 


N = 2 f ( H , …， (2.10.4) 

1 • 'n 1 !^ v-i 

其中 KApA , ，…,为同一类型的群元索个数，和式是对所有可能的不同 S 
换类型求和. 

例 2. 10. 1 用 3 种颜色做成有 6 颡珠子 的项链，可做多少种？ 

解由上面的分析，只需按类型计算每一个群元素的不动点数 .m = 6, 群 
为 D *, |/2| =3*. 

1* 型置换有1个，每一个元素的不动点数为: f (/ f > = 3 4 . 

1 J 2 2 ® 茛换有 3 个，每一个元索的不动点数为 x (g) = 3*. 

2 3 甩 S 换有 4 个，每一个元索的不动点数为 X (^)-3 S . 

3 : 型理换有2个，每一个元家的不动点数为 x ( g )=»3*. 

6 1 彤霣 换有 2 个•每一个元素的不动点数为 x (发 ）= 3. 

所以 N=&(3‘+3X3 < +4X3 ， +2X3:+2X3> 
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也可宜接代人公式 (2. 10.4) 求得. 

例 2. 10. 2 用 3 颗红珠和 6 釋白珠 做成一个项链•问可以做成多少种不 
同的项链? 

解这个问®与项链问败的一般提法稍有不 M , 但可用间样方法来分析. 
设 y 是所有带标号的由 3 _红珠和 6 颡白珠 做成的项链的集合，不难计 

算出 IV 卜 0*84. 

群认作用于集合 y 上，不同的轨道数目就是所要求的项链的种类数. 
为计算 D, 中每一 个元家 在集合 V 中的不动点数.坷列表 2. 5 如下： 

表 2.5 



所以 N =^ = 7. 

这 7 种不同的项链如图 2. 5. 

ooo 

oooo 

m 2.5 

在上面的 un 过程中 ，关® 是什算每一个群元家的不动点数，例如对于 
•V 哦元索.它的不动点共有 3 个（田 2. 6). 



明 2.6 


2. 分子结构的计败问颺 


设在笨环上结合 H , 或 CH ,, 或 NO ,, 问可形成多少种不同的化合物？ 

这个问贱可分两种悄况来考虑.第一种悄况，如果把苯环中各连接键宥作 


是等同的，则分子结 构问® 就足三种頷色 
的6颗珠子的项链问题.第二种悄况，如果 
把苯环中的连接键看作不同，单键与双键 
交替时（图 2. 7>,则潘另外考虑. 

例 2. 10.3 设苯环上碳原子之间是由 
单键与双键交替连接的，在每一个碳厣子 
上结合 H , 或 CH 3 •或 NO :, 问可形成多少 



种不同的物质（其中有一神化合物为阁 2. 7 ( TNT ) 


所示的 TNT 的分子结 构〉？ 



解这个问题与项链问题的不同之处在于旋转群 G , 由于两个分子重合 



2.10 应用举例 


97 


时，必须经过旋转后单键与单键重合•双键与双键 m 合，故 
G = {(1),(135)(246),(153)(264), 

(12)(36)(45).(14)(23)(56),(16)(25)(34)} 

岂 D ” 

全部有标号的分子数为3\(；作用于有标号的分子结构上的不动点数计算如 
表 2. 6. 


表 2.6 



q^2IESSE3 

IlMMfflBHi 











ESS 








所以 N = jX 3* X 92 * 138. 

即共可形成138种不同的物质.此败比把各键枒作等问时5大， W 为不对称性 
增加了. 

3. 正多面休着 色问題 


用 n 种颜色对一个正多曲体的*点#色•如果两种 着色法 经过对正多面 
体进行一个旋转能互相歌合，埘认为这两种宥色法本质 上是 相同的.问本质上 
不同的#色法有多少种？ 

例 2. 10.4 用 /I 种颜色对正六面体的《点》色，问有多少种不同的#色 
方法？ 

解 ff 先这个问歧与项链问«是类似的，因为项链问《可以看作是止多 
边形的顶点着色问题.因而我们用类似于項链问埋的方法先建立正六面体荇 
色问题的败学模嘈. 

设入 =丨】，2,"、8》为正六面体的頂点集合 M = …，〜丨为„种顔 

色的集合.则每一个映射/:欠-為对应 顶点的 一个#色方法，令 

y = [f\f ： X^A)=A x 
为全体#色方法的集合，则得 

|V| = M|' XI = n* 

为正六面体顶点的全部着色法数目. 

但是在这些柠色法中•有些着色法可通过正六面体的一个旋转使它们完 




全里合 ，即这些着色法本质是相同的•那么，本质上不同的着色法的数目是多 
少呢？ 这就涉及正立方体的旋转群 g 对集合 y 的作用问题. 

在 2.4 节中已经求出正立方体的旋转群，其中型 S 换 I 个，4 2 型 S 换 
6个， f 型置换 9个，1-’3 2 型置换 8个，对每一个类® 置换 计算不动点数，或直 
接代人公式 (2.10.4) 可得 

N =^(«* + 6/1 ? 4-9^' -f 8/ i ') 

=^ ( n * + 17/ i * 十 6/ t r >. 

4. 开关线路的计数问題 

一个 IV 冇两种状态的电子元件称为一个开关.它可 由终通 的一个开关或 
联动幵关组成.每-个开关的状态由一个开关变 M 来表示，例如用 A 表示一 
个开关变 M . 用 o , i 表示一个开关的两个状态，則开关变 a a 的取值是 o 
或 1. 

兩若干 个开关组成的一个线路称为开关线路，一个开关线 
路也有两个状态•接通用丨表示•断开用0衣示，它的状态由各个开关人 （*•== 
的状态决定•因而珂用一个函数 /( 儿 ，尔，…， A ,> 来表示，/的取 
俏挞0或1 •称/为开关 rfi 数•每一个开关线路对应一个升关函数. 

设 S *{0, U , 期开关函数 /( A »， Ay , A *) 是 SXSX-XSRS 的一个 

映射.不难得出4个开关变 M 的开关函数共有个.例如当々= 2时共有16 
个开关函数，列丁表 2. 7中 


裹 2.7 4-2 的开关 S 数 



但是不同的开关函数可能对应于相同的开关线路•例如图 2. 8中的两个开 
关线路对应两个开关函数，但这两个开关线路本质上是相同的.因此.我们的 
问题 是由” 个开关可纽成多少种本质上不同的开关线路？ 

设； = ^ 是 X 上的对称群.令/3= 


(*) ( b ) 

图 2.8 

= ■是 X 上的所有开关函数的集合.定义对的作用为 
•对任何 A,€X 有 W/>M.>=/<<r(A,>>, 則由 <7(/, )=〆/:>可得 
力=/2•故 G 是作用 /} 上的 S 换群 ./, 和力对应于本质上相同的开关线路的 
充要条件是它们在 G 的作用下在同一轨进上， W 而有 

本质上不同的开关线路的数 B =/} 在 G 作用下的轨道数. 

" I 用 Burnside 引理解决此问勘. 

例 2. IO . S 求 A = 3 的开关线路的数 S . 

解 疗先 ，我们来枒如 何计算 G 中元家/;的不动点数 
例如 •要求 心=(12>的不动点数 X ( A > •即满足 &(/>=/ 的开关函数数 
0，这时费对/附加以下 条件： 

/(0.1.A,) - /(1.0.A,) 

冇6个函数俏 /(0.0,0)./(0.0.1)./(0.1.0)./(0.1.1),/( l . l ,0),/( l . l . 
1) 可任 意取俏 ，因而共有2 4 个硪 数在心 的作用 T 不动，所以/(心 ）= 2 •，类似 
可氺泔其他元家的不动点数，计 算如表 2 . 8 . 




所以 ^ = rgrSxor) = X = 80 - 

即共有80种开关线路. 


5. 图的计数问* 

首先给出两个图的同构的概念： 
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设0； | =(7:，£,),& = (\^,£： ; >为两个图.若存在双射 { ； : V ,- V 2 满足 
(U, , v,) 6 E, « (a(v,) ， a(v,)》 € E: • 

则称 G 与 G : 同构. 

S 观上看.两个同构图的惟 一 K 别就是*点的表示符号.下面讨论如何计 
算不同构的 ffl 的数 H . 为此.我们要进一步描述此问题. 

设7={1,2, — ,”}为”个点的集合，1^{<|\;>|*， 1 /€7,1»}是1的 
二元子集的集合 .A = {0, 1 K 削每一个映射 

对应一个图 G =( V ，£>, 其中 

£ = Uv. ， t^| {v., 1 ；,} 6 Y 且发 （ {v. ， v,}> = 1 》， 

全部 Y 到 A 的映射的集合 

/i *= {/? I r ： Y-^A) = A y . 

我们用间时表示 / i 个点上的 全郎阁 的集合，则 


r ? 屮的 ra 的点都里有标号的. 

F 面考虑不间构的用的数 B . 设 S •是 n 次对称财，定义 S » 对的作用 
为 ， Vad VG «( V .£>€ n .« y 对 G 的作用为 

a(G) = ( V . tf ( E )). 

K 中 

<y(£) = {{a(i),a(j)) I {i,>} 6 £}. 

显然 WCOSC ； 是问构的，它们在问一轨道上.因而不 R 构的阳 的数目•躭玷 
S , 作用于上的轨进数•可用 Burnside 引理求得.下面的关键问®是求每一 
个元家 a 6 S _ 在/7上的不动点数，我们用一个具体例子来说明计算方法. 

例 2. 10.6 求4个点的不同构的用的个数. 

解设 

H - |( V . E )|| V |=4}, 

考虑 S 4 对的作用，计算又中每一个元索的不动 点数： 

对元素6 ^(»-)=|/3|=2^> =2*=64. 

对 1*2’ S 元素，例如 < r =(12>(3>(4), 若的不动点: < r ( G >= G , 明 G 
所对应的映 射尺： y — a 应有以下 限制： 


AT({1.3))=«({2,3}). 
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但由习题 3.3 第3题知, r (H) = H/iV， 故 

再由上节定理4,由于 G 中含;V的不同子群其像也不同，故可知 
这样的 H 也是唯一的. 

2) 当 H 是 G/N 的正规子群时，由 1) 及§2定理2知, G 有唯 

一正规子群又由于在自然同态 

G 〜 G/N 

之下有 H3N， 且 H 的像是 H/N, 故由第一同构定 理知： 

G/H^G/N/H/N. 

(证毕） 

此定理表明，商群 G/N 的子群仍为商群，且呈 H/N 形，其中 
H 是 G 的含 N 的子群；又 H 是 G 的正规子群当且仅当 H/N 是 
G/N 的正规子群. 


习题 3.4 

1. 设是群 G 的两个子群 ，/ C # < fC. 证明： 

1 ) 

2) //nK/Hfl/C' 与 iC/K' 的一个子群同构. 

2. 设 G 是群，又证 明：若 G/K 是交换群，则 G/H 也 
是交换群. 

3. 设 G 是一个群，又《 1 <6,^<10,；'^0.证明 ： 如果丨// 1 丨，|仏|与 
(G« AO 均有隈，且 

(|H .|.( G* N )) = l, « = 1,2, 

则 H, H 2 <N. 

提示:利用第二同构定理. 

4. 设 G 是群， iV<]G . 如果当时必有则称 N 是 G 的 
一个哮本年琿•证明： 

N 是 G 的极大正规子群^=> G / N 是单群 • 

提示： 利用第三同构定理. 
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§5群的自同构群 


本节讨论由群的全体自同构作成的群.为此，先讨论更一般的 
代数系统的自同构群. 

定理1设 M 是有一个代数运算（叫做乘法）的代数系统.则 
M 的全体自同构关于变换的乘法作成一个群，称为 M 

证设 hi ■是 M 的任意两个自同构，则对 M 中任二元素 
a ， b 有 

<rr(ab) =^[r(fl6)] 

=<r[r(fl)r(6)]=(Tr(a) • ar(6) * 

即乘积 err 也是 Af 的一个自同构. 

又因为对 M 中任意元素 x 有 

aa '(x)=(7 1 j(x)=x, 


故 

a 1 ( ab)=o l 1 ( a ) • Cb )~] 

A) .(7 叫 (6))] 

=<y" , (a) •<T 1 (6), 

即 ( T 1 也是 M 的自同构.因此， Af 的全体自同构作成 Af 上的对称 
群 S ( M )( M 的全体双射变换作成的群）的一个子群. 

(证毕） 

推论1群 G 的全体自同构关于变换的乘法作成一个群.这 
个群称为&记为 AutG . 

例1 求 Klein 四元群 

K 4 = {(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)} 

的自同构群. 

解把的四个元素依次记为 e ， a ，6， c . 再令 x ，： y，z 代表 a ， 
b,c 中三个不同的元素，则: r ： y Z 是的任意一个排列.由于自 
同构把单位元变成单位元，故根据中元素的乘法易知，置换 
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(::::) 

是1^的一个自同构.由于三个元素共有3! =6个排列，从 而氏 
共有6个自同构.因此，在同构意义下， K 4 的自同构群就是三元对 
称群 S 3 ，即 AmK 4 = S 3 .这里的在是集合 U ,6， d 上的三元对称群. 

定理2无限循环群的自同构群是一个2阶循环群^阶循环 
群的自同构群是一个 〆《) 阶群，其中 〆”) 为 Euler 函数. 

证由于在同构映射下，循环群的生成元与生成元相对应，而 
生成元的相互对应完全决定了群中所有元素的对应，因此，一个循 
环群有多少个生成元就有多少个自同构. 

由于无限循环群有两个生成元，阶循环群有个生成 
元，从而其自同构群分别为2阶循环群和 〆 n ) 阶群. 

(证毕） 

推论 2 无限循环群的自同构群与3阶循环群的自同构群 
同构. 

证由定理2知，这两种群的自同构群都是2阶群.凡2阶群 
显然彼此同构. 

(证毕） 

下面进一步讨论群的一种特殊的自同构一内自同构. 

定理 3 设 G 是一个群则 

1) r« zx-^axa 1 ( V x€G) 

是 G 的一个自同构，称为 G 的一个内自哼构, 

2) G 的全体内自同构作成一群 G 的 
记为 IrmG ; 

3) InnG ^ AutG . 

证 1) 易知的一个双射变换.又由于 
aixy ) a~ l ={ axa~ l ) iaya~ l ) » 

即 r «( xy ) = r a Cx ) • r «( y )， 故 r . 是 G 的一个自同构. 
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2) 设 r a 与 r fc 为 G 的任二内自同构，则对 G 中任意元素 x 有 

z ■ 山 (i) = r 。（ r A ⑺ ） = r a (6W 1 ) 

— aibxb x )a~ l ={ab)xiab) 1 

= T,d,(.x ), 

即 r a r 6 = 〜 仍为 G 的一个内自同构. 

又易知是的逆元，即 = r.->. 

因此， IrmG<AutG, 即 IrmG 作成一个子群 • 

3) 设 cr 是 G 的任意一个自同构，是 G 的任意一个内自同 
构. 任取 •reG , 令即 ( T(：y)=j:， 则 

(Tr a a 1 Ay) = cr( a ya 1 ) 

=ff(a)a(y)a(a 1 )=a(.a)j ： a(a) 1 

= !■〆•> (i ) ， 

即仍是 G 的一个内自同构.故 

InnG^ AutG. 

(证毕） 

设 N 为群 G 的一个正规子群，则对 G 中任意元索 a ，有 
aNaSN 或 r.(N)CN, 

即 N 对 G 的任意内自同构都不变.反之，若 G 的一个子群有此性 
质，则它显然是 G 的一个正规子群.这就是说, G 的正规子群就是对 
G 的所有内自同构都不变的子群.因此，也常称正规子群为 

定义1对群 G 的所有自同构都不变的子群，亦即壬 
何自同构 (T 都有 

a(N)CN 

的子群 N， 叫做 G 的一个? 

显然，群 G 与 e 都是子群. 

特征子群一定是正规子群，但反之不成立.例如，由于 Klein 
四元群是交换群，它的每个子群都是正规子群，因此由例1 
知， N ={ e，a } 是 K 的一个正规子群，但它不是 /C 4 的特征子群， 
因为由例1知 
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\e b a c> 

是 K 4 的一个自同构，然而却有 

oCN) = {e ， b ) 尘 N. 

再讨论一种比特征子群更特殊的子群一全特征 子群. 

定义2设 H 是群 G 的一个子群.如果 H 对 G 的每个自同 
态映射都不变，即对 G 的每个自同态映射 p 都有 

则称 H 为群 G 的一个 

同样，6与6显然都是群 G 的全特征子群.又显然全特征子群 
一定是特征子群.但反之不成立. 

例2群 G 的中心 (：是 G 的一个特征 子群. 

证任取 AutG ， 则 

a(c)x =(t(c) - a[a 1 (j)]=(y[c • j '(x)] 

=<r[(T * 1 CrkX〆 1 (:)] • a(c) 

= j ： a(c)f 

即 Wc ) eC ， a ( C ) QC . 即 C 是 G 的一个特征子群. 

(证毕） 

但应注意，群的中心不一定是全特征子群. 

例3有理数域 Q 上的2阶线性群0=0厂 2 (0)的中心 （ Q 上 
所有2阶纯贵矩阵）不是全特征子群. 

证任取 A 6 G , 即 A 为有理数域 Q 上一个2阶满秩方阵，则 
行列式|>\|是个有理数.因此可令 

| A |=-2" (A> , 

a 

其中为奇数, n ( A ) 是与 A 有关的整数. 

由于 | AB | = | A | • IBI , 故有 

n(AB) = n(A)-hn(B). 

于是易知 
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0 


n(A) 


是 G 到自身的一个映射.又由于 


<p(AB) = 



C T )(： 


n(A)-fn(B)\ 

、0 1 I 

W( f ) )= 9 (A) 9 (B), 


故史是群 G 的一个自同态映射.但是 w 把 G 的中心元素 = 却 

变成非中心元素 U 因此， G 的中心不是全特征子群. 

(证毕） 

例4 证明： 循环群 G =< a > 的子群都是全特征子群. 

证设为 G 的任一自同态且则 
史 从而 〆 即 H 是 G 的全特征 子群. 

(证毕） 

由以上讨论和例子可知，全特征子群、特征子群和正规子群 
(不变子群)之间的关系是： 

全特征子群 C 特征子群 C 正规子群. 

定理4设 C 是群 G 的中心，则 

InnG^G/C. 

证易知 

<pt a - *r a ( V aGG) 

是群 G 到 IrniG 的一个满射.又由定理 3 知 u = r a n , 即 < pUb ) = 
95 ( 0 ) 95 ( 6 ) ，故 G 〜 InnG . 

又若 r 。 是 G 的恒等自同构，即对 G 中任意元素: r 都有 r 。 Cr ) == 
• r ， 即有 a:ra 1 =: r ， ajr =: ra ，则 a 6 C . 

反之，任取 ceC ， 则显然 r , 是 G 的恒等自同构，故 





于是由群同态基本定理知， 


InnG^G/C. 

(证毕） 

此定理表明，欲求群 G 的内自同构群 InnG , 只需求 G 的中心 
C , 再作 G / C , 即得 InnG . 但是要定出一个已知群的自同构群，一般 
是非常困难的.这是因为，在大多数情况下，一个群的本身的性质 
不能转移到它的自同构群上去.例如，由例1知，交换群的自同构 
群可能是不可交换的；推论2说明，不同构的群其自同构群却可能 
是同构的.另外，无限群的自同构群可能无限也可能有限，等等. 

尽管如此,对有些群则可以定出它的自同构群的一些性质.例 
如，可以证明无中心群的自同构群也必为无中心群.从而可知，当 

时 AutS. 是无中心群.将此留作习题，不再详述. 

习题 3 .S 

1. 证明 ：阶数 <7 的循环群的自同构群都 ft 循环群. 

2. 证明：非交换群的自同构群不能是循环群. 

提示：用反证法并利用定理 4. 

3. 证明 ：若群 G 的自同构群是一个单位元群（即 G 只有恒等 0 同构），则 
G 必为交换群且每个元素都满足方程 

提示：利用定理4并证明 a — nT 1 是 G 的自同构. 

4. 证明：任何非交换申群 G 必与其内自同构群 IimG 同构. 

*§ 6 Sylow 定理 

有限群是代数学的一个重要分支，它在群的理论中占有非常 
重要的地位.有限群之所以重要，不仅因为这种理论对数学本身特 
别是群论产生重要影响，而且在实际应用中，例如在理论物理、董 
子力学、量子化学以及结晶学等方面都有广泛应用.前述关于有限 
单群分类问题解决后，对整个有限群理论研究带来深远影响，一些 
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长期得不到解决的猜想迎刃而解.尽管如此，有限群理论中仍存在 
大董问题等待进一步研究解决. 

在本书此前的所有讨论中，除置换群外，虽然也不断地涉及有 
限群并得到有限群的一些结论，但那仍然是关于有限群的一些零 
星结果.本章最后两节,将集中介绍有限群理论中两个最基本最重 
要的内容，即 Sylow 定理和有限交换群基本定理.本节先讨论关 
于有限群的 Sylow 定理. 

为此，下面先介绍群直积的概念. 

在群的研究中，往往要从已知的群出发，来研究与其相关联的 
一些群，如子群、正规子群和商群，等等.其中商群就是从已知的群 
与其正规子群出发所构造出来的一种新的群，它与原来的群有着 
密切的联系.下面介绍另外一种非常重要而且基本的方法，利用这 
种方法也可以从已知的群构造出新的群来，这就是群的直积. 

首先介绍加氏积的概念. 

设 A, ,A 2 ，…，丄为任意;2个集合，则称集合 

A! X A 2 X …X A, = {(a, ,a 2 ,••• ,a.) |a, 6 A,} 

为这 n 个集合的并且规定 

( ai ， a 2 ，…， fl . Xh ， 6 2 ,…入） 

当且仅当 ai=6, ， ai = bi ， …， 

在加氏积的基础上，我们来介绍群的直积的概念. 

设 A,，A 2 ,…， A, 为任意 n 个群.则加氏积 A, X A 2 X…X A” 
对运算 

(<*i ， a 2 * — ， b z ， … ， b-) = (M 、 b' ， a 2 b 2 , …， 

显然作成一个群，而且(^， 々，… ,^)(e, 为 A, 的单 位元〉 为其单位 
元，又 U,'f 1 ， …，是，…， cO 的 逆元. 我们称这个群 
为群 A"A 2 ，…，人 的真更 ，而称每个为这个直积的一个_ 
因子. 

易知，直积是交换群（有限群）当且仅当每个直积因子都是交 
换群（有限 群）. 而且当每个人都是有限群时，有 




|A,XA 2 X 〜 XA ■卜 |AJ • |A 2 |.|AJ. 

在直积中，若令 

G, = ， … ， e.-i »a, .e,>i *e„) I a, 6 A,}, 

则易知 

<pi : a, —(q ，— , e^-i ， fl • ，〜 I ， … ， 6) 

是 A ; 到 G, 的一个同构映射.因此, G. 是直积的一个子群，且 

A, =Gi * 1 = 1 ， 2,… ， 7i. 

定理1 SA»,A 2 ，… ，丄是 ri 个群，又 
C^AJAA.-XA ,， 

则 C； 的上述子群 G, ,G 2 , …, G, 与 G 有以下 关系： 

1) G x , G 2 ,-, G n 都是 G 的正规子群 ； 

2>G=G,G 2 … G, ，即 G 中每个元索都可表为 G M G 2 ，…, G B 中 
元素的积》 

3) GiG 2 … nGi=f ， i = 2 •…， m 
证 1) 例如，任取 

(ai • — *^.)6Gi « (xi tar* * — tx,)6G* 

其中 ^ 为群 A, 的单位元，则 

(A .Xz. — .x.Xa, • 々， … ， 4)(4 ，: r 2 , … ， : r,) 1 
= (jifliX| * ,e 2 *••• *«,)6Gi * 

故 C^G. 

同理有 G t ^G*i = 2, — ,n. 

2) 与 3) 显然. 

(证毕） 

定义1设&，&,•••,&为群 G 的77个子群.如果这;2个子 
群满足定理1中的条件1)，2),3),则称群0是子群6 1 ,0 2 ,〜,仏 
的内直积.而把此前用加氏积所表示的直积称为外直积. 

定理2设 G,，G 2 ，…, G. 为群 G 的 n 个子群，则 G 是这 rz 个 
子群的内直积的充要条件是： 

1° G==G,G^"G， 且 G 中每个元素的表示法是唯一的； 
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2° 来作为内直积的定义. 

另外易知，定理1中的条件 3) 也可以换成条件 
3') nG , = e，i = l ，2, …， / I . 

由定理1知，由群的外直积可以引出一个内直积.同样，由内 
直积也将引出一个外直积. 

事实上，设群 G 是其子群 G ,， G 2 , …， G 胃的内直积，则令 

… XG n , 

易知 <p ： … a *—^( ai ， a 2 ，…， a ,) ( a ,6 G .) 

是群 G 与群& 的一个同构映射.因此 G ^ G . 

这样一来，如果把同构的群不加区分的话，外直积与内直积就 
是一致的了.因此，当群 G 是子群 G , 的内直积时，也往 

往表示成 

G = G , XG 2 XmXG - 
而且在一般情况下，把内或外直积均简称为 

一个群若能分解成其子群的直积，则称否则称为 

^直积称为并用符号©代替 X . 

下面再转向对 Sylow 定理的介绍. 

根据 Lagrange 定理，如果 H 是有限群 G 的一个子群，则| H | 
是 | G | 的一个因数.但是，这个定理的逆定理不成立，即若 m 是 | G | 
的一个因数，则 G 并不一定有 m 阶子群.例如，四元交代群 A ,, 
| A 4 1 = 12,尽管易知它有2,3,4阶子群，但它却没有6阶子群 • 
虽然不是对 IGI 的每个因数 m 群 G 都有 m 阶子群，但是对 
IGI 的某些特殊因数 m , G 却有 m 阶子群.例如习题 3. 2第8题指 
出，对 IGI 的每个素因数 p ， G 必有 p 阶子群.本节要证明的 Sylow 
定理，将进一步推广这一结果，并包含着与其相关联的一系列非常 
深刻的结论. 

定义2设 G 是一个有限群，且其中/>是素数 ， s 
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是非负整数，/外 m . 则称 G 的，阶子群为 G 的一个 . 
Sylow p -子群有时也简称为 gylgy 无 
对于任意有限群 G 与任意的的 Sybvv /> - 子 
群是否存在？如果存在，有多少个以及它们之间有些什么样的关 
系？以下所证明的三个 Sylow 定理，将对这些问题作出全面而彻 
底的 回答. 

为了证明 Sylow 定理，下面先介绍重陪集概念及其简单性质. 
定义3设为群 G (不一定有限）的两个子群，又令 
G . 则称 G 的子集 

HxK ^{ hxk \ hCH , keK ) 

为群 G 关于子群 H . K 的一个 

简称 HxH 为关于子群重陪集. 

引理 1 对群 G 的任二東陪集 f / z / C 与 Hjy / C , 若 

HxKr\HyK^0, 

则必有 HxK = HyK . 

证由于 HxKO H ： yfC 关 0 ,故有元素 fl 6HxKn H ： yK •令 
a^h.xk^hrykz {h t ^H,k^K), 

则 x = h 、 l h 2 yk 2 k 7 l e HyK . 从而对任意 K ， 有 

hxk = (hhr l h 2 )y{k 2 kr l k)eHyK, 

因此， ffrfCQHjyK . 

同理有 HyK ^ HxK . & HxK = HyK . 

(证毕） 

由于对群 G 中任何元素: r 总有 j ：6 HxK ， 因此，这个引理表明， 
类似于群的左或右陪集分解，可将 G 分解成互不相交的若千个重陪 
集的并.而称这种分解为群 G 关于子群 H . K 的 
另外，显然 

HxK = U k =^ U h / ixK , 

即重陪集 HxK 是一切形如的右陪集的并，同时也是 
一切形如的左陪集的并.因此，群 G 的重陪集分解， 
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实际上就是 G 的普通左或右陪集分解按某种方式的重组与合并. 

现在进一 步问： 包含在重陪集 HxK 内的 H 的右陪集有多 
少个？ 

下面的引理回答这个问题. 

引理2在群 G 的重陪集 HiK 中，含子群 H 的右陪集的个 
数等于 (K : /CrUdf/z); 含子群 K 的左陪集的个数等于 

(H * 

证设 

S={Hj^U6K>, T^{(Kr\x- l Hx)k\keK) i 

并令 

9t Hxk — KKOx-'Hx)^ (V/fe€K). 

如果 Hxk x = Hxk 2 (u 2 e K), 则 

xk 、 - ki l x ~ l eH . k ^ i ' ex -' Hx , 

从而■•因此 

(KOx-* Hx ) k t = (Kflx-* Hx ) k t • 

这说明 p 是 S 到丁的一个映射. 

类似证明，可知^是单射.又显然 p 是 满射. 

因此，是 S 到 T 的一个双射. 

同理可证引理中的另一结论. 

(证毕） 

引理3设0=/^ | //1)汉1： 2 //1>"11只；只是有限群0关于 
子群 H 的重陪集分解.则对任意 HaGN(H)， 都有某个 Rr; 使 

Ha = Hx i (l«r). 

证因为任何右陪集必含于某个重陪集中，故不妨设 
HaQHx^H, l«r, 

于是 •令 a-hx 声 2 (九 | ，心€«)，則々=/|「 | <2/1 1 - 1 .据此， 

并根据 aeHa [ N ( H ) 与 aH=Ha 便可得 = ，即 

Ha^Hx^ 


(证毕） 
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此引理表明，含于正规化子 N(H) 内的关于 H 的任意右陪集 
均与 Hx l 9 Hx 29 - 9 Hx r 中的某个右陪集相等 • 

有了以上引理，下面就可以来证明三个 Sylow 定理了 • 

定理 3( 第一 Sylow 定理——存在性和包含性）设 G 是有限 
群，且其中/>是素数^是正整数，则对 G 的每个 
少(:‘=0，1,…， s_l ) 阶子群 H , 总存在 G 的/> |+1 阶子群 K， 使 
H^K. 

证设 G 关于阶子群 H 的重陪集分解为 

G = Hx.HUHxz H U … U Hx r H , (1) 

且 Hx , H 是由 G 个 H 的右陪集所组成.于是由引理2及 （1) 知： 

~ = :) = 1,2,…, r. (2) 

(G* H) = q + f 2 + … + e r . (3) 

又因为 |H|=^(0<£<d •故 

|G|=/»'m=|H|(G* H) = /»*(G * H), 

从而 />|(G: H). 于是分别由 （3) 及 (2) 得 

/>|/i+r z + … +r r ， t t \ p \ ) = 1，2,…， r. (4) 

下证 … d <=> Hx,CN(H). 

1) 设 ~ = 1 •由 （2) 得 1 = (H* •因此 

但是 |H| = 故 H = x ； l Hx it XjH =- Hx t 9 xj ^ N ( H ). 

从而 

Hx ^ NiH ). 

2) 设 由于 & € H Xi ，^ Hx j = x i H 9 x ~ } Hxj ^ 

H •从而 

tj = (H * Hnx,- , Hx i ) = l. 

由引理3,正规化子 N(H) 内的右陪集均呈 Hx, 形，故以上说 
明：在山，…，~中0 = 1的个数就是 N(H) 中（关于 H) 右陪集 
的个数，也就是指数 (N(H) •• H). 从而由 （4) 知： 

/ >|(N(H) * H) 或 p \\ N ( H )/ H \. 



于是由习题 3. 2知，商群 N ( H )/ H 有 p 阶子群.又由群第三同构 
定理，此/>阶子群设为从而且 
|K|==|K/H| • |H|=p-/»' = p i+1 . 

由于当 f=0 时/>° = 1阶子群（即单位元群）总存在，从而以上 
论证表明/>，〆，•••，〆阶子群总存在，且其中的〆阶子群还是 
阶子群的正规子群.特别其中的〆阶子群就是 G 的 Sylow p - 
子群. 

(证毕） 

定理 4( 第二 Sylow 定理一共轭性）设 G 是有限群,是素 
数.则 G 的所有 Sylow p -子群恰好是群 G 的一个共轭子群类. 

证设显然，与 Sylow />- 子群共轭的子群 
都是 Sylow p - 子群. 

下面进一步证明的任二 Sylow p - 子群必共轭. 

设是群 G 的任二 Sylow 户-子群，从而 

| H | = | K |=/>*. 

根据引理1，设 G 关于的重陪集分解为 
G=Hx 1 KUHx 2 KU-U Hx r K, 

且敢陪集 Hx . K 中含 H 的右陏集的个数为 

ti = (K * KOxr'Hxi), i=l ， 2 , …山 

由此得 

(G: H)=r,+f 2 +m+r” (5) 

由于 |G1 = |H| • (G* H) 和 |H|=〆 ，故外 (G: 又因为 

每个 A 都是户的非负整数次幂，故由 （5) 知，至少有一个 z, = l .例 
如不妨设6 = 1,即 

(k * Knxr 1 Hx,)=i, 

从而 K = K 门: rpHon&rr 1 //：!：, •但是|幻=|环 1 /^ 1 丨=/>*，故 

K = xr l Hx lf 
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即 H 与 K 共轭. 

因此, G 的全体 Syiow p -子群恰好是一个共轭子群类. 

(证毕） 

例1求出三元对称群 S 3 的所有 Syiow p -子群. 

解由于|5 3 丨=6 = 2 • 3,故当素数关2,3时， S 3 的 Syiow 
P -子群就是 S 3 的〆=1阶子群，即 {(1)}.S 3 的 Syiow 2-子群 
(/>=2)有3个，即 

= H 2 = {(1),(13)>, 

H, = {(1),(23)}. 

它们是 S 3 的一个共轭子群类.最后， S s 的 Syiow 3-子群 （p = 3) 
只有一个，即 (123),(132)}, 它当然是 S 3 的一个正规 
子群. 

再来证明最后一个 Syiow 定理. 

定理 S (第三 Syiow 定理一计数定理）设 G 是有限群，且 
其中 p 是素数， /4m •若 G 的 Syiow p- 子群共有灸个， 
則 AIIGI 且户|灰一1，即 

^=l(mod /»). 

证首先，设 H 是群 G 的一个 Sylowp- 子群，则由定理4及 
习题 3.2 第7题知， 

ife = (G* N(H)). 

从而 WIGI . 

其次，根据引理1,设 

G= Rr, H U H U … U Hx r H 

是 G 关于 H 的重陪集分解，并设 

t, = (H « (i=l ， 2r“ ， r) 

是 H Xi H 中含 H 的右陪集的个数，则 

(G * H ) = h + f 2 + …+夂. (6) 

同定理3—样, 山 ，…，中共有 （ AKH ) : H ) 个是1,而其余的 




6 都是 /> 的正整数次幂.于是由 （6) 知： 

/>|(G •• H )-( N ( H ) •- H ). (7) 

但是 

(G * H ) = (G * N ( H )) - ( N ( H ) * H )=^( N ( H ) * H ), (8) 
故由 （7) 知, /» 整除 HAK / f ) « H )-( N ( H ) * ff ), 即 

/>|( N ( H ) * H ) -(卜 1). (9) 

又因为现在的 H 是 G 的 Sylow />- 子群，故 H ). 从而由 
(8) 知， /4( N ( H ) : H ) •再由 （9) 得 pU -1 •即 

^=l(mod p). 

(证毕） 

作为第三 Sylow 定理的一个应用，我们来证明 
定理6 设 G 是有限群 ，| G |=/^， 其中/>,<?是互异的索数， 
且 Ph 一 1 •介 P 一 h 则 G 是一个循 环群. 

证由第三 Sylow 定理， G 的 Sylow />- 子群的个数走整除 
1 G 1 =抑，且 pU — 1，从而/>从，（务，/>) = 1，故是.但 g 是素数，故 

裊=1或^ 

又由假设 Ph — 1， 故灸关 g ， 只有6 = 1.即 G 只有一个 Sylow />一子 
群 P ， 从而是 G 的一个正规子群. 

同理， G 只有一个 Sylow 子群 Q , 它也是 G 的一个正规 
子群. 

由于 P 关 (?， 故|尸|=/>,101=9，从而 P , Q 都是素数阶循环 
群•设 

P=(a> 9 Q=<6), 

由 Lagrange 定理知，1 PRQI = 1. 但是 

aba~^b 1 6 PflQ* ab^=ba, 

于是 | d | = pq = | G |. 因此， G 是循环群且 

G=<ab>. 

(证毕） 

例 2 凡15阶群都是循环群. 
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证设 G 是任意一个15阶群.由于丨 G |=3 • 5,3>5 — 1， 
5卞3 — 1,故由定理6知, G 是一个循环群 • 

(证毕） 

例 3 凡33阶群及35阶群都是循环群. 

证同例 1— 样，由定理6直接可得. 

(证毕） 

例 4 凡200阶群都不是单群. 

证设 G 是任意一个200阶群.则由于 

| G |=200 = 2 3 • 5 2 , 

故 G 有5 2 阶子群，即 G 的 Sylow 5 -子群.设 G 共有是个 Sybw 5 -子 
群，则由第三 Sylow 定理知， 

灸|2 3 .5* 且 々= l ( mod 5). 

由此又易知只能 k = l . 即 G 的 Sylow 5 -子群只有一个，于是它是 
G 的正规子群.故 G 不是单群. 

(证毕） 

-般来说，一个群不能是其 Sylow 子群的直积.例如，由例1 
可知，三元对称群 S 3 就厲于这种情况. 

下面给出有限群是其 Sylow 子群直积的充要条件. 

定理7 设 G 是有限群，且冲…为标准分解 
式.则 G 是其 Sylow />. -子群尸.（《 = 1,2,*",饥）的直积的充要条 
件是，每个 P , •都是 G 的正规子群. 

证必要性显然，下证充分性. 

设每个尸,( 1 ‘=1，2,"*，/71)都是0的正规子群.则由于 

\ Pi \ ss pi , * 

从而有 I PiPi - P m \ =妁沖 - Pi " = IGI . 因此 

G=P x P t ... Pmu 

又易知 np .= e，i = 2, …， m ， 故 

G=P l XP i X — XP ma 


(证毕) 




顺便指出，这个定理中的 Sylow p , -子群 P , 就是由 G 中所有 
阶为 P , 的方幂的元索作成的 集合. 

由定理7立即可得 

推论1任何有限交换群都是其所有 Sylow 子群的 直积. 

对于有限交换群来说， Lagrange 定理的逆定理也 成立. 即以 
下的推论. 

推论2 设 G 是有限交换群.如果 JMGI ，则 G 有 d 阶子群. 
证设…乂-为 | G | 的标准分解式•由于 AIGU 
故可设 

其中 0< r , , 1 = 1 • 2, ••• , m . 但由第一 Sylow 定理知 ， G 有 pf * 阶 
子群仏（1^1,2^,；71),从而0有^/阶子群 

爾. 

(证毕） 

下一节我们还将进一步专门讨论有限交换群的基本理论. 
本节最后介绍一种与 Sylow p - 子群密切相关的群一 />- 群. 
定义 4 若群 G 中每个元索的阶都有限，并且都是索数 p 的 
方*，则称 G 是一个 tg . 

习题 2. 4第5题群 G , 是一个无限 p - 群. 

S 然，由第一 Sylow 定理知，有限群 G 的每个/> - 子群都包含 
在 G 的某个 Sylow p - 子 群中. 

当然，群 G 的两个不同的子群 珂能被 包含在 G 的两个不 
同的 Sylow p -子 群中. 

关于有限 P - 群，有以下 

定理8有限群 G 是/>-群的充要条件是 ，| G | 是/>的方幂. 

证充分性显然，下证必要性. 

设有限群 G 是 /»- 群，但 | G | 有素因数关 />. 则由 Sylow 定理 
知， G 有 9 阶元素.这与 G 是/> -群矛盾.因此， 1 GI 必是素数 p 的方幂 

(证毕） 
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由于 Sylow p -子群都是 p - 群，因此由推论1可知，任何有限交 
换群都可表为/> -群的直积.这表明在群论中研究/> -群的重要性. 
/>- 群有很多基本和重要的性质，不再赘述. 


习题 3.6 

1. 试求出4元交代群 A * 的所有 Sylow 子群 • 

2. 设 G 是 np 阶群 （/» 是索数>.证 明：若 n < p ， 则 G 有阶正规 子群. 

提 示：利 用第三 Sylow 定理. 

3. 设 G 是一个有限群 ， P 是 G 的一个 Sylow /)- 子群， H 是 G 的一个/ »- 
子群.证 明：若 HS ： JV ( P ), 则 HSP . 

4. 设 K 足群 G 的一个有限正规子群 . P 是 K 的一个 Sylowp - 子群.证 
明: G = N ( P ) K . 

5. 设 Pfi 有限群 G 的一个 Sylow 子群.证明，若 G 有子群 H 包含 

N(P),M N(H)-H. 

6. 设是群 G (不一定有限）的两个 /»- 子群，且 K < iG . 证明： 

也是 G 的一个 p - 子群. 

提示：利用群同构 定理： HfC / fC 兰 

7. 证明：196阶群 G 必有一个阶大于1的 Sylow 子群，它是 G 的一个正 
规子群. 

8. 证明： 有限群 G 必有一个最大的正规 p - 子群即 H 是 G 的正规 
P -子群.又若 K 也是 G 的正规 p 1群，則必有 KGH . 

•§ 7 有限交换群 


上一节利用 Sylow 定理证明了有限交换群可以分解成它的 
Sylow 子群的直积.但 Sylow 子群不一定是循环群，也不一定是不 
可分解群.本节将进一步加细这种分解，从而得到有限交换群的基 
本定理和结构定理. 

为证明有限交换群的基本定理，先证明以下 

引理设 a 是群 G 的一个有限阶元素，且.又设々是使 




的最小正整数.则 

1) 当时, 々 Is ; 

2) 当 〈 fl > 门 H 关 e 时，是 < M . 

证 1) 令 

s — kq + r , 0« 是. 

则由于，故 

a ,= a^ • a r , a r — a l • (a*) _, GH. 

再由♦的最小性知， r =0 •因此，是 k 

2) 因为 < fl > 门故有令 

6=a*6 H. 

因为 a al 故由々的 ft 小性知 xui . 

如果々 = kl , 则由 1) 知， Ulk 于是 

b — a l — ey 

这与矛盾•因此, A < U |. 

(证毕） 

定理 1( 有限交换群基本定理）任何阶大于1的有限交换群 G 
都可以唯一地分解为索幕阶循环群(从而为不可分解群)的 直积： 

… X < a _>， 

其中 < a ,> 是 〆 *( A 为素数“=1,2,…, n 且 a ,>0) 阶循环群. 

我们称每个素数幂^(^^，…，/^为群^的^^^而 
称其全体 { M ，沖，”•，/»:■ } 为群 G 的句等@于 组. 

证由于阶大于1的有限交换群地分解为其 Sylow 
子群的直积，故只需假设 G 是素幂阶有限交换群即可.因此，设 
\ G \= p -, p 是素数， a 是正整数. 

1) 存在性.设 GWfluflz ， …， a ,>， 且 tii ， a 2 ，…， a , 是 G 的使 
kil + |a 2 M - Ha,| 

最小的一组 7* 元生成系.即对 G 的任何一组 n 元生成系: r , ，々，•••， 
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A 均有 

\ai\-\-\a t \-\ - Ha. 1< 丨工 1 丨 + 丨 ：21 +…+ I:■ 丨 . 

下证 

G =< ai > X < a 2 >X … X < fllt >. (1) 

为此，令 

>… < a .〉 ， r=l ,2,…, n . 

于是，要证 （1) 成立显然只需 证明： 

<a,>nH, = <r, f=l ， 2 ， - ， n. 

设若不然，例如不妨设 

< a >> f| =e 9 _;== r + l ，…， n ， 

其中 r > l .现在令 l 是使綷 € H ,(;=1,2 ，…， r ) 的最小正整数， 
且不妨设 

k 、 =min(^i 9 k 2 *••• f^ r ). 

则由于 a 卜故由引理，灸.丨|义|.但是，|01=广故每个 
丨 （从而每个 D 都是/>的方幂.于是 

Ml , i = 2,3, …， r . (2) 

特别地，由引理还可知： 

ICUd . (3) 

再由于綷 e 仏= U : > U 3 > … <〜 >,故可令 

a ! 1 •••aXw … a 》. (4) 

但是 

a 1 / ^(aj)r\Hj=e, ) = r+lr.. ， n. 

故 a ’/ = e，j = r + l ，•••，《. 于是由 （4) 知： 

a* 1 =az*aj* •••a 1 /. 

由此等式又可知 0 € H ,, 从而由引理 
k 、 U ( f =2,3, …， r ) •令 

s.^kiq, 9 i = 2,3 , …， 

并且令 


(5) 

U •再由 （2) 知， 
r . (6) 




( 7 ) 


b\ =a\di^ •••a;’，• 

则由此可知 4 =6, 沖…公•从而 

G = (b\ ，… ，《!■〉， 

即 6, ,a 2 ，… a 也是群 G 的一组；I元生成系. 

然而由 （7) 以及（5)、（6)可知 

M 1 =a{ 1 ^2 =e 9 

于是由 （3> 知，怂<|心|.从而 

I + la 2 丨 + … + Ifl, 丨<|屮 I + U 2 丨 + … + la, I ， 

这与 U, I + I + … + UJ 的最小性矛盾.因此⑴式成立. 

2) 唯一性.设 

G=< ai >X<a 2 >X … 浴〉 X … X<6,> 

是 G 的两种这样的分解，且其初等因子组分别为 

{mi ,m 2 } , {/ii *w 2 , — 

其中每个 m, 和每个;1/« = 1,2,…， n< / = l,2,*“，d 都是/»的方 
幂.不妨假定 

若 r 共 s 且不妨设 r<5. 

① 若％=〜，…， m r = n r , 则由 （8) 知, G 的阶按第一种分解为 

m,m 2 •••/»,. = n I n 2 —« r , 

而按第二种分解又为 

n x n 2 — n r • 

这显然是不可能的. 

② 若叫=〜，… ，m,_, 但 m,>n ,. 则令 

H={x-«|x€G}, 

并由此易知 H<G, 且由 （8) 有 

H=<aJ. > X …X <a” =〈补 > X …X <吣 >• 

因为1化丨=7«,，故 

\a1> | = 7 - m， 、 ’ i = l ， 2 , … ， r. 

\Tl g 9 7H| ) 
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但因 m , 与 n , 都是 p 的方幂，故;…， r ) •从而 H 的阶 
按第一种分解为正整数 

Tti \ nij •• / w ， 一 1 m t yw f +i … tn r 

fit Tl t Tig Ti t ( Ti t f TTIi-f 1 ) ( 1X t fTn r ) 

之积.同理， H 的阶按第二种分解又为正整数 


ni 

n ,' n , 


n i~i 


之积.这显然也是不可能的. 

因此，由①与②可知： r = j 且 m , = n , (i = 1，2,…， r ). 从而 
U ,> 兰 <6,>. 亦即 G 的两种分解的初等因子组相同. 

(证 毕〉 

应注意，如果有限交换群 G 的初等因子组为 
则其中的索数 九 ，办， •••,/»■ 不一定是互不相 
同的，甚至也可以是完全相同的.另外，在 G 的两种这样的分解 
中，如果 kl = |6,|, 则只能肯定 〈以兰 <6,>,但却不一定有 

由定理1可知，一个有限交换群完全由其初等因子组所决定. 
定理2两个阶大于1的有限交换群同构的充要条件是，二 
者有相同的初等因子组. 

证 1) 充分性.设阶大于1的有限交换群 G 与&有 相同的 
初等因子组 

{ p\ X ，•••，/>;■}• 

则由定理1知， G 与 J 有相应的 分解： 

GWadXWX … X 〈 fl ,〉， 

石 =(b' 〉： <<b 2 >XmX<b n )， 

其中= |6,| =/»?*，i = l ，2 〆 ••，/!.于是据此易知 
<p ： af 1 ap - bp •••b:” 

(其中:为任意整数)是群 G 到巧的 一个同构映射，因 



此, G 兰 5. 

2) 必要性.设 Gg 石，且仍用 p 表示群 G 到6■的一个同构映 
射.如果 G 的初等因子组为 

{ pt 1 •/ >5* ，•••，々!!•}， 

则由定理1知， G 有分 解： 

GWfldXWX … XU ,〉， 

其中 la , l =/>?■ ，1‘ = 1，2^”，《.在 f 之下仍设 

( p : a , - ’ bi ， i = l ，2，•"，”• 

由于 p 是同构映射，故 

IM = k, | =/>?• • : = 1 ， 2,… ， Ti. 

从而由此以及 I 引 =| G 卜 沖沖…/ >:■ 可知 

万 WbOXibOX … XOO, 

即 G 与 C ； 有相同的初等因子组 {# ，•••， 〆 •}. 

(证毕） 

我们知道，循环群是完全研究淸楚了的一个群类.现在由定理 
1与定理2可知，有限交换群也是研究淸楚了的另一个重要群类. 
这两类群在群论的整个研究中占着 t 要地位 并起着 基本的作用. 

- 下面介绍一种特殊的有限交换群. 

定义初等因子组为为素数）的有限交换群， 

称为 

SHI 给出 Klein 四元群的直积分解和其初等因子组. 

解令 e =( l), a = (12)，6=(34)， c =(12)(34), 则 Klein 四 
元群为^ =恤，^泌，<:}，且易知 

K 4 = <a> X <6> = <a> X <c> = <b) X (c>, 

从而其初等因子组为 {2,2}. 因此, Klein 四元群是一个初等交换群. 
例2 在同构意义下，给出所有8阶交换群. 

解因为8 = 2 3 ,故相应8阶交换群的初等因子组共有 三种： 

{2 3 }， {2,2 2 }， {2,2,2}. 
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因此，在同构意义下8阶交换群共有三个，即 

c 8 , c 2 xc 4 , c 2 xc 2 xc 2 , 

其中〔为:•阶循环群，£=2,4, 8. 

例3在同构意义下，给出所有45阶交换群. 

解因为45 = 3 2 • 5,故相应45阶交换群的初等因子组共有 
两种： 

{3 2 ,5}， {3,3,5}. 

因此，在同构意义下45阶交换群共有两个， BP 

c 9 xc s , c 3 xc 3 xc 5 , 

其中 C , 为/阶循环群 , i = 3,5,9. 

而且由此可知,45阶交换群都不是初等交换群.实际上，更一般 
地，凡阶有两个或两个以上互异索因子的交换群都不是初等交换群. 

有限交换群基本定理，是有限交换群的 fi® 要的结构定理.但 
是，有限交换群还有另一形式的结构定理，即以下的 

定理 3( 不变因子 定理〉 任何阶大于1的有限交换群 G 都可 
以唯一地分解为以下循环群的直积： 

G= X ibO 乂 …X {b m ) ， 

其中 16,|>1，卜1，2，，771且|匕||16. + 1 |，《=1广.,771—1. 

我们称每个丨 6. | 为群 G 的而称其全体 

证 1) 存在性.根据定理的全体初等因子是 
P\ n <： p \ li «岭，…， p k r n (••</>;'， (9) 

其中 PuPi ，…， Pr 为互异的素数.并设在 G 的该直积分解中，相 
应于初等因子的循环群为<\ >(即丨\ l=pfO . 现在令 m = 
max(5i ，s 2 ，… ，私） ，且 

b m =a itl a Ui 

则易知 

\b m \ = \a Xlx I • \a 2 , t I … I =/»}>•, />{*•* 

再令 k-i =ai.,,-i *々々-I … -i ，同样有 
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HI /»}*••*-* 

如此下去（当某个在 （9) 中取完时就不 再取） ，可得仏， 
b 2 ， … 人 - i 人，且显然有 

…父<6鱗> 

和 kisi ’ imih . 

2) 唯一性.设 G 除上面的分解外另有 

XcdXWX-Xk 〉， 

其中 kl > l ， kllk +1 l .则将每个循环群 〈 d 按定理1分解为阶 
是素数幂的循环群的直积，所有这些素数幂（;=1,2,…， s ) 就是 G 
的初等因子组，即 (9). 

但由于 kllk +1 |， 故必有 

IcA^p^'x … = 

如此下去，必有 s = m 且丨 c , 丨= |6 f | ，从而 < c ,> 与<6,> 同构， i = 1， 

2,… ， m. 

(证毕） 

由定理2和定理3直接可得以下 

推论两个阶大于1的有限交换群同构的充要条件是，二者 
有相同的不变因子组. 

例 4 设6是丨阶循环群.求有限交换群 

G =( C 2 XC 8 ) X ( C , XC 9 XC ,) X ( CsXC 25 ) 

的初等因子组、不变因子组和关于不变因子的直积分解. 

解 G 的初等因子组为 

<2,2 3 , 3,3*,3 2 i 5,5 2 >. 

再根据定理3可知， G 的不变因子组为2 3 * 3 2 - 5 2 ,2 . 3 2 *5, 3,即 

{3,90,1800}. 

最后，关于 G 的不变因子的直积分解为 

G = C 3 X ( C 2 XC 9 XC 5 )X ( C 8 XC 9 XC 25 ) 

^ C3 X C90 ^ C ) 800 > 

例 s 在同构意义下，利用不变因子给出所有 72 阶交换群. 
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解因为72 = 2 3 *3 2 ,故相应于72阶交换群的初等因子组共 
有以下 六种： 

<2,2,2,3,3}, {2,2 2 ,3,3}， {2 3 ,3,3}， 

{2,2,2,3 2 }, {2,2 2 ,3 2 }， {2 S ，3 2 }. 

故相应的不变因子组也共有六种，即 

{2,6,6}, <6,12}, {3,24}, 

{2,2,18}, {2,36}， {72}. 

从而互不同构的72阶交换群共有六个，它们是 

C 2 XC 4 XC 6 , c«xc lt , c s xc 24 , 

C 2 XC 2 XC l8 , C 2 XC M , c 7l . 

由本节的讨论明显可知，有限交换群的初等因子和不变因子 
的概念和理论，完全类似于高等代数中 A - 矩阵的初等因子和不变 
因子的概念和理论. 

习题 3.7 

1. 证明 :对任 意索败外，/»”•••，，■和任意正整败总存在 
有限交换群 G , 其初等因子组为 

{ pi > ./»** •••••/»>}• 

2. 设 P 是家数.试给出同构意义下的所有 〆 阶交换群. 

3. 给出同构意义下的所有108阶交 换群. 

4. 设 G 是阶大于1的有限群.证明•.若除 e 外其余元素的阶均相同，则 G 
为素幂阶群. 

5. 设 G 是群， f/<G .证明：如果关于 H 的任意两个左陪集的乘积仍是 



6. 举例指出，存在群 G . C 为其中心，而商群 G / C 的中心的阶大于 1. 

7. 设 G 为群，~< | 0,|川=历，（饥，幻=1.证明 ： 若丨 4 2丨=”，则 aN 的阶 
也是 W 反之，若…V的阶是 n, 琍在 G 中有；！ 阶元 b 使 aN = bN . 

提示：令 ms + nt =\, b — a ' m . 

8. 称群 G 中元素为元索与6的 证明： 

1) 由 G 中所有换位元生成的子群 K 是 G 的^^规 子群； 
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2) G / K 是交 换群； 

3) 若〜<0，且0/尺可换，則 N 2 K . 

9. 设 H , K 是群 G 的两个有限正規子群，并且 （ IHMK 丨 ）=1 .证 明：如 
果商群 G / H 与 G / K 都是交换群，則 G 也是交 换群. 

10. 设 A 是一个奇数.证明：24阶群 G 必有▲阶子群. 

提 示：在 G 中取一个2阶元 a , 可先证 

G = {xi , x 4 * ax , ,••• ,ax k >» 

再由 Cayley 定理 ， G 三 6 且 

(xj %ai\ )(xz ,<2x2 *ax k ) 6 G* 

再利用第二章 §6 例 3 即得. 

11. 设 G 是一个有限/> -群.证明: G 的中心 C 的阶大于 1. 

12. 证明阶群必是交换群，其中 p 是一个家数. 

提示：利用上題和习题 3.2 第5 «. 

13. 证明*如果有限群 G 只有一个徇数为 p 的子群，则 G 是一个 

循环群. 

提示:令 | G |= p '并对 n 用数学归纳法. 

14. 证明： ri 阶群的自同构酹是有限群，且其阶是 （ n —1)! 的一个因数. 

15. 设 S 3 是从=<1,2,3}上的三元对称群.证明》 

AutSi^Sj. 

提示： AutS ,9 r - 由 r 导出 }(//, 是 S s 的2阶子群）上的一 
个》换. 

16. 设 G 是一个有限群，且 | G |= p 、, 其中 P ，9 是两个互异索数.证明： 
G 不是单群. 

提示：利用 Sylow 定理. 

17. 设 G 是一个有限群，且 | G |= p < r , 其中 P , g , r 是互异素数. 证明 ： G 
不是单群. 

提示：利用 Sylow 定理. 

18. 设 G 是一个有限非可换单群， p 是一个素数，且 p || G |. 证明： G 的 
Sylow p - 子群的个数是 >1. 


第四章环与域 


群是有一个代数运算的代数系统.但是，我们在数学特别是在 
高等代数中，遇到的很 * 要的讨论对象，例如，数、多项式、函数以 
及矩阵和线性变换等，都有两个代数运算.这一事实说明，在近世 
代数中研究有两个代数运算的代数系统，也具有非常重要的现实 
意义.在有两个代数运算的代数系统中， ft 基本最重要的就是环 
与域. 

环论起源于19世纪关于实数域的扩张和分类的研究.后在魏 
得邦 （ J . H . M . Wedderburn )、 诺特 （ A . E . Noether ) 、阿廷 （ E . Ar - 
tin ) 及雅各布森 （ N . Jacobson ) 等人的不懈努力下，环论的研究不 
断发展，日臻完善，现在已成为代数学研究的一个重要分支. 

这一章主要介绍环与域的定义和初步性质、一些常见的重要 
环类，以及理想、环同态基本定理，等等. 

§ 1环的定义 

在介绍环的定义之前，我们需要先回顾一下加群的概念，并稍 
作进一步的介绍. 

我们知道，一个交换群的代数运算叫做加法并用加号表示时， 
称为一个加群.为了符合通常习惯，加群中的单位元用0表示，并 
称为 零元; 元素 a 的逆元用一 a 表示，并称为 a 的负元.于是有 

0 - ha == a -\- 0 = a , 
a-h( —a) = 一 a+a = 0. 

如果我们把( — 6) 简记为那么在加群中就有了一个 
减法，它是加法的逆运算. 



易知，在加群中以下运算规则总是成立的： 

—~~£2 = 0 » 

— ( — a) =a » 

a+c=6 <=> c=b_a, 

—( a +6) = ~ a —6， —(a —6)=6— a . 

另外，乘群中通常的指数运算规则在加群中则自然改为倍数规 
则，即 

0 a = 0 (左边的0是数零，右边的0是零元）， 

■个 

mz=iz 十•••+£*、， 

(― w)a = n (~ a ) = —( na )* n 为正幣数； 

且对任意整数 m ， n 又有 

ma + na = (m + n ) fl ， 
m ( na ) = ( myi ) a , 
rt (. a + b ) = na + nb . 

同样，加群的非空子集 H 能作成子群的充要条件则改写成 
a.beH ==5> a +6€ H , 
a€H =>• - a 6 H 
或 

H =>■ a ~66 H . 

有了这些说明，下面来介绍环的定义. 

定义1设非空集合 R 有两个代数运算，一个叫做加法（一般 
用+表示），另一个叫做乘法.如果 
1°只对加法作成一个加群》 

2° 对乘法满足结 合律： 

(ab)c=a(bc) ; 

3°乘法对加法满足左右分 配律： 

a(,b~\~c) =ab~hac , (b~\~c)a = ba+ca ， 

其中 a ，6， c 为 R 中任意元素，则称 R 对这两个代数运算作成一 
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个 5. 

~根据这个定义，凡数环都是环；另外，数域 F 上全体多项式 
的集合 F [： r ]， 数域 F 上全体 n 阶方阵的集合以及数域 F 上一个 
向量空间的全体线性变换的集合，对各自通常的加法和乘法都作 
成环.我们分别称其为数域 F 上的多项式环、 n 阶全阵环和线性变 

紐. 

_如果环尺的乘法满足交换律，即对尺中任意元素 a ，6 都有 

ab^=ba , 

则称尺为否则称尺为 

如果元素，则称 R ^ m ^7 mm ^ R 为无 

PSg . 一 

_ 有限环尺的元素个数称为尺的唆，无限环的阶称为无限.环 
尺的阶用 I 尺丨 表示. 一 

数环和数域上的多项式环都是交换环.当 n >\ 时，数域上的 
n 阶全阵环和线性变换环都是非交换环. 

除去数环 {0} 外，上面所举出的环都是无限环.在后面§4中 
我们将介绍一种重要的有限环. 

例1设 R 是一个加群，再对;？中任意元素 a ，6 规定 

a6=0, 

则 R 显然作成一个环.这种环称为 

例2设 R 为整数集.证明二运算作 成环： 
a©6=a+6 — 1 ， a ， b=a+b—ab. 

证容易验算尺对 ㊉ 作成一个加群，1是零元,2 — ^是元素《 
的 负元. 

此外,尺对乘法易验证满足结合律.下面仅证乘法对加法也满 
足分配律 ：因为 

a°(6@c)=a°(6+c—1) 

= a-f-(6-fc-l)-a(^+c-l) 

— 2a~\~b~\~c —— ab —— ac 一 1 ， 
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(a°6)©(a°c) = (a+6—a6)©(a+c—ac) 

=(a+6—a6) + (a + c — flc) — 1 
= 2a+ 厶 1 ， 

故 a °(6@ c 0 = ( a *6) ㊉ ( a ** c ). 

因此， K 对 ㊉ ，•作成环，且显然是一个交换环. 

(证毕） 

定义2如果环尺中有元素 e ， 它对 R 中每个元素 a 都有 

ea=a % 

则称 e 为环 R 的一个如果环 i ? 中有元素 〆 ，它对尺中 
每个元素 a 都有 

= ， 

则称 〆 为环尺的一个$乎兔琴. 

环尺中既是左单<^^^右单位元的元索，叫做尺的 
实际上，由于环 K 对其乘法显然作成一个半群，故尺右 
单位元或单位元也就是该半群的左、右单位元或单位元. 

如果环有单位元，则显然是唯一的•一般用1表示. 

一个环可能既无左单位元，也无右单位元，例如偶数环；也可 
能只有左单位元，而无右单位元，例如数域 F 上一切形如 

(I o) (V - 6eF) 

的方阵作成的环，都是左单位元，但无右单位 

元•反之，也可能只有右单位元，而无左单位元，例如数域 F 上一 
切形如 

(I 0 °) (Va - 6eF) 

的方阵作成的环，^ 2)( V : r € F ) 都是右单位元，但无左单位元. 

但是，如果一个环尺既有左单位元 e 也有右单位元，，则由定 
义可知 = / = G 即它们相等，就是尺的单位元. 




下面进一步给出环中元素在乘法中的一些运算规则 
1) 0 Qj ^ a 0 = 0 (0 是环尺的零元）. 

因为 0 a + 0 a =(0+0 〉a = 0 a ， 故 0 a = 0 ； 

又 a 0+ a 0= a (0 + 0)= a 0, 故 a 0 = 0. 因此 

0a = a0 = 0. 

因为（一 a )6+ a 6=( — a 十 a )6=06=0, 故 

(一 a)6= —ab\ 

同理 a (—6)= —以，得证. 

g 上(二 a ) (二 6 〒 今. 

[ —（一 6)] = ^, 故 
(一 a) (— b)=ab. 

4) c(a 一 b) = ca_cb ， (a 一 b)c=ac 一 be. 


因为 c ( a — 6)= c「a + (— 6)] = cfl + c (— 6)= ai — c 6, 
(a—6)c=[a4-(—6)]c=ac+(—6)c=ac—6c, 

故得证. 


5 ) ( S a -)( S 6 >) = 


此等式可对 m , n 用数学归纳法证得. 

中 m,yi 为任意 

整数 ; 

事实上，当 m 与 n 为正整数时上式就是式 5) 的特殊情况；当 
m 与 n 中有一个为零时等式显然 成立； 当 m 与 n 中有负整数，例 
如 m = — m ' 为负整数时，利用 ma = _ m ' a = m '(— a )， 类似 可得. 
在一般环中还可以引入正整数指数幂的概念，即令 

a m =aa^a. 

当环有单位元时，还可对环中任意元素规定 


当环有单位元，并且元素 a 有逆元（对乘法而言），即在环中存 



在元素 6使以=仏=1(6由 唯一确定，记为厂 1 ,且称 
时，还可对 a 引入负整数指数幂的概念，即规定 _ 

a- m ^(a l y. 

同样可验算通常的指数运算规则成立. 

以上诸性质说明，数的普通运算规则在环中基本都成立.但是 
应注意，并不是数的所有运算规则在环中都成立.例如，由于环的 
乘法不一定可换，因此，在一般环中以下运算规则不成立： 
(ab) n =a H b\ (a+6) 2 + 2ab-\-b 2 . 

定义 3 设 S 是环 R 的一个非空子集.如果 S 对 K 的加法与 
乘法也作成一个环，则称 S 是只 的一个£5,记为 S < i ? 或尺 

定理1环 K 的非空子集 S 作成子充要条件是 
a ， b 云 S =>• a — b 泛 S ， 
a ， b 云 S S . 

这个定理的证明是显然的，故从略. 

与群论中一个相应的结果类似，显然，一个环的一个非空^ 
子集作成子环当且仅当它对环的加法与乘法封闭，即其中任 
索之和与积仍厲于这个有限子集. 

设 S 是环1?的一个子环.应注意，当尺有单位元时， S 不一定 
有》当5有单位元时, i ? 不一 定有； 即使二者都有单位元，此二单位 
元也未必相同.对此，可利用下面的全阵环举出各种不同的例子来. 

例3环尺上的 n 阶全阵环 : 设尺为任意环，称 



为环 i ? 上的一个^.当爪=”时，称 A 为环 K 上的一个 

环上矩阵的相等、尺中元素与矩阵的乘法以及矩阵的加法与 
乘法，同数域上的矩阵完全类似，不再赘述.同样可以证明，环 R 


上的全体 72 阶方阵关于方阵的加法与乘法作成一个环.这个环用 
表示，并称为 

这样，在环意正整数，从而据此又可 
作出无数个新的环来. 

当环 K 有单位元时 ，艮 Xll 也有单位元，即 

0 

(1 是环尺的单位元). 

1 

本节最后，介绍另一类环. 

我们知道，一个环关于其加法作成一个加群，用表 
示，并称其为如果加群(尺， +) 是一个循环群，则称环 
尺是一个果(尺 ，+>= u >, 则循环环 r 可表为 
尺= {••• ，一 2 a ， 一 fl ，0， a ，2<2 〆 "}， a 2 = ka , 々为 整数. 
特别地，如果在加群 （/?, + ) 中的阶为 n ， 则 i ? 又可进一步 

表为 

K ={0， fl ,2 fl , •••,(« — Da }, a 2 = ka , — 1, k 为整败. 

例如，整数环是一个无限循环环.又易知循环环必是交换环， 
而且循环环的子环也是循环环.但循环环不一定有单位元，例如， 
偶数环就是一个没有单位元的循环环. 

定理2素数阶环，更一般地，阶为互异素数之积的有限环必 
为循环环. 

由上一章§ 2推论知，这个定理的证明是显然的. 

由此定理可知，例如凡阶为2,3,5,6,7,10，11,13，14，15，17, 
19,21，23,29,30,…的环均为循环环.由此可见，循环环是相当广 
泛的一类环. 

在我们的环定义中，要求乘法必须满足结合律（从而也往往称 
此为受董子力学影响而发展起来的即乘法 
不要结合律），其研究也日趋完整.还有比结合环更广泛 
的环类（要求条件 更弱〉 ，是1936年査森豪斯 （ H . Zassenhaus ) 所 








§2 环的零因子和特征 


众所周知，在数的普通乘法中，如果(!关0,6乒0,则必有 ab 判. 
但这一性质在一般环中不再成立. 

定义1设^关0是环的一个元素.如果在尺中存在元素 
b 判使 d =0, 则称 a 为环尺 的一个 
同样可定义 

左、右零因只在有必要区分时才加左或右. 
既不是左零因子也因子的元索，称为 
例1设 R 为由一切形如 

(y o ) (…为 有理数> 

的方阵关于方阵的普通加法与乘法作成的环，则 U D 是 R 的一 
个左零因子，因为有 

(J o)C o) = C o)* 

但 G D 不是 i ? 的右零因子，因为，若 


(: X X： ：) 


则只有 X=：y = 0. 


例2 数域 F 上二阶全阵环中 ， d ^既是左零因子又是右 


零因子，因为有 


数环以及数域上的多项式环，都无零因子. 
在无零因子的环中，关于乘法的消去律成立. 



§2 环的零因子和特征 
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定理1在环 K 中，若 a 不是左零因子，则 

ab=ac,a^=0 =>* b=ci ( 1 ) 

若 a 不是右零因子，则 

ba=ca^a^O =>- b=c. ( 2 ) 

证由 d = at :， 得 

a(6—c)=0. 

由于 a 关 0且 a 不是左零因子，故 b-c=0,b=c. 

同理可证另一结论. 

(证毕） 

如果对环尺中任意元索 a 关 0,6, c ,( l ) 成立，则称环满足左 
消去律;若(2〉成立，则称 R 满足右消去律. 

推论若环 R 无左(或右）零因子，则消去律成立；反之，若尺 
中有一个消去律成立，则无左及右零因子，且另一个消去律也 
成立. 

证由于当 R 无左芩 S 子时， K 也无右芩因子，故由定理1 
即得消去律成立. 

反之，设在/?中左消去律成立，且 

a 尹 0， a 6=0， 即 a 6= aO ， 

则6 = 0,即 R 无左零因子，从而 R 也无右零因子，于是右消去律也 
成立. 

(证毕） 

定义2阶大于1、有单位元且无零因子的交换环称为 gg . 
例如，整数环和数域上的多项式环都是整环.而例1和 E 中 
的方阵环都不是整环. 

整环，其定义在不同的书中往往稍有差异，请予留意. 

下面讨论把环看作加群时，其元素的阶的情况. 

定义3 若环尺 的元素（对加法）有最大阶 72 , 则称 71 为环 R 
的_ (或? 

$环素（对加法）无最大阶，则称的特征是无限 




环的零因子和特征 


如果环 R 的特征是素数/>且尺又是一个交换环，则对尺中任 
意元素 a ， a 2 ，…，必有 

(七+心 + …+〜）’：。？ ~\~ a { + … + aj . (3) 

这是因为将 ( A + A + …+〜）〃展开后，除去项 af , a f , …， W 外其 
余各项的系数都是/>的倍数，从而都是 R 的零元. 

等式 (3) 显然是与数的普通运算规则很不一样的一个等式. 
当环有单位元时其特征更明显. 

定理 3 若环有单位元，则单位元在加群（尺， + ) 中的阶就 
是尺的特征. 

证若单位元1在（尺，+ )中的阶无限，则 R 的特征当然无 
限；若1的阶是正整数 〜则在 尺中任取 a 关0, 有 

na — (n • l)a = 0a = 0. 

即 n 是 K 中非零元素的最大阶，亦即 

char R = n. 


(证毕) 


习题 4.2 


1. 证明： 

1) 若环 K 有正则元，则其全体正 則元对 乘法作成一个半群. 

2) 环 K 的元索 a 关 0 是正则元，当且仅当由 a ： r a = 0 可得 j ： =0. 

2. 证明：败域上 n 阶全阵环的元家 A 关0若不是零因子，就是可逆元（即 
可逆方阵). 

3•设尸 ( M> 为集合 M 的幂集 • 

1) 证明 P(JVf) 对运算 

A + B=AUB-AHB, AB-ARB (VA.BQM) 

作成一个有单位元的交换环（此环称为 M 的 

2) P(M) 的 零因子 为何？其特征又为何？ 

3) 再证 M 的全体有限子集（包括空集）作成 P(Af) 的子环. 

4. 设 i? 是一个环，又 
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是正整数且对 VaeR , na =0}. 

证 明：若 iVf =0, 则的特征无限：若 M 关0,则 M 中最小正整数是 R 的 
特征. 

提示： 可利用第二章§2定理 5. 

§ 3 除环和域 


我们知道，一个环不一定有单位元，即使有单位元，也不一定 
每个非零元都有逆元.但是，有些环却具有这种性质.例如，数域不 
仅有单位元，而且每个非零元都有逆元. 

定义1设 R 是一个环.如果|尺|>1,又 R 有单位元且每个 
非零元都有逆元，则称尺是一个降汗 ( 率体) • 

可换除环称 为捜. 

按照这个定义4域都 是域； 整数环是有单位元且无零因子的 
交换环，即整环，但不 是域. 

除环和域有以 下載要 性质. 

定理1除环和域没有芩因子. 

证设尺是一个除环,尺.如果 

fl 尹0， ab =0 9 

则 6= a d ( ci 6)=0, 从而可知 K 无零 因子. 

(证毕） 

由此定理可知，除环和域的特征只能是素数或无限. 

下面的例1介绍一个重要的除环——四元数除环. 

例1令 

D = {a • l + bt + cj + dk ' a ， b ， c，d 为实数 } ， 

并称 D 中的元素为四元数.另规定系数为零的项可以略去不 
写，且 


于是 


al = a , li = i , 1 > = > , lk = k . 


G = {1 * z ^ — 1 ♦ — i * — j — ^^ D . 

由第二章 § 1 例 4 知， G 对所规定的乘法作成一个群，即四元数 
群.根据 G 的乘法现在再 规定： 

1 ° a ： -\- a 2 i ~\~ a z j -\- a A k = b x 4-621 + 637 + 64 ^ 当且仅当对应系 
数相等； 

2 ° (ai 十 a 2 i •十 a 3t ; + aM ) + ( 6 i -\- b z i -\- b z j ^- b A k ) 

= (ai + 61 ) +( a * + bi ) i +( a 3 +bi )> + ( a 4 + 6 , ）々； 

3 ° 两个四元数相乘可按通常分配律先展开，再合并各项中 
的实系数，最后根据四元数群的乘法表代人相应元素，即 
(ai + a z i + a 3 )+ fl 4 々〉（6| + b!i + b 3 j + b t k ) 

= (aib ： ^a 2 bi—a 3 b i —a t b i )-\~(axb2~\~a 2 b\ + 

{aibi+a 3 b x -f a 4 6 2 —a 2 6«) < ;-f-(fl I 6 4 4-a4 6i \-a 2 b i —ayb 2 )k. 
因此，任意两个四元数的和与积仍是一个四元数. 

对以上规定的加法和乘法，可以验算 D 作成一个环， 1 是它的 
单位元.又因为 

(a — hi — cj 一 dk )( a + bi + cj -\- dk )= a 2 +6 2 + c 2 +«/ 2 ， 

故当々关 0 ( 即 fl , 6 , c ， c / 不全为 0 ) 时有逆元，且 



因此作成一个除环，通常称其为吗元弊 哞斤. 

由于例如故四元数除环非可换除环. 

这是历史上第一个非可换除环的例子.它是 1843 年由哈密顿 
首先提出来的. 

这里顺便指出，即有限除环一定可换.这是 
著名的得邦 首先证 明的，以后又有 
一些初我们就不再详述了. 

定理 2 阶大于 1 的有限环若有非零元不是零因子，则必有 
单位元，且每个非零又非零因子的元素都是可逆元. 

证设是有限环 R 的任意非零因子元素，则 a ,^ 2 , 
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V ，"•中必有相等的，不妨设 

a m = a m , l ^ m < in 9 ( 1 ) 

于是有—.但且不是零因子，故 

a - a "~" +, = 0 , a = a m m+l . ( 2 ) 

从而对任意: re 尺，有 肛 = ， -”^( ： 1 ：一 /-_1)=0.( 若 m = l, 
则可由 （ 1 ) 直接得 ( 2 ).) 于是 

x — a m m x = 0 9 a n ~ m x = x . 

同理由 （ 2 ) 又有: cy = ar •即•是环 K 的单位元. 

再由 a - a - - " ■可知, a 是尺的可 逆元. 

(证毕） 

推论阶大于 1 的有限环尺若无零因子，则必为除环. 

实际上，根据魏得邦定理，这样的环尺还是一个域.这也就是 
说，凡阶大于 1 的有限环若无零因子，则必然是一个域. 

定理 3 设尺 是环且|尺|> 1 .则 尺是除 环当且仅当对中任 
意元索 fl 关 0 , 6 ,方程 

ax = b (flK ya = b ) 

在中有解. 

证必要性显然，下证充分性. 

1 ) 先证环 R 无零因子•在 K 中任取 a 关 0 , 6 ^ 0 . 因为方程 
ax ^ b ^ R 中有解，设为 c ， 即有 

ac=6. 

又因方程 b : c = c ^ R 中有解，设为 L 即又有 

bd = c . 

于是 abd = ac = b ^ 0 . 从而关 0 ,即 R 无零因子. 

2 ) 再证尺有单位元.在尺中任取^关 0 .因方程 a x = a 在尺中 
有解，设为〜即.从而有 

ae 2 = ae , a ( e 2 — e ) =0. 

但 a ^ O . R 又无零因子，故 e 2 — e = 0 , e z = e ^ 0 . 

现任取 6 € R ， 则由 上知： 



(be-b)e=0 9 e(eb-b)=0. 

但 e^O, 故〜一 6=e6 —6=0, 从而 

be=eb=b. 

即 e 是 K 的单位元. 

3) 最后证 R 中每个非零元都有逆元.在 R 中任取 a 关 0. 因方 
程 ax = e 在 R 中有解，设为 fl '， 即有下证 a ^^ e . 

(a a —e)a =a aa 一 ea 


但 a'_0, 故必有 a ， a—e=0,a ， a=e. 因此 

aa =aa =e, 

即在 R 中有逆元. 

因此， R 是一个除环. 

(证毕） 

我们知道，粗略地说，在环中可以施行“加、减、乘”运算.定理 
3表明，在除环（或域）中又可以施行“加、减、乘、除”运算.但是应 
注意，由于除环（对乘法）不一定可换，故在除环中虽然 cTMU 关 
0) 及都有意义，是除环中确定的元家，但二者并不一定相等. 
当然，如果是在域中，便有 1 .这时我们就把这个共 

同的元素记为 f， 亦即 
a 

—=a x b=ba 1 (a^O). 

a 

由此我们可以进一步得到通常熟知的以下分式运算规则在域 


中都 成立： 


1 ) — =—<=^ad=bc 


b . d __ bc^-ad 






b _ 

4 ) =盖, 其中 a 关 0 ， c 关 0 . 

c 

与子环的概念类似，我们可同样给出和@的概念.而 
且易 知：域 F 的子集厂（|1^|〉1 )作成子要%是 

Fi =5>* a—b^Fi . 

0#a ， 66Fi a Fi. 

即 R 对 F 的 “减法 ”与“除法”封闭. 

我们知道，整数环2同有理数域 Q 的关系是，每个有理数都 
是二整数之商，且 Q 是包含 Z 的最小数域 . Z 与 Q 的这种关系可 
以在更一般的整环中得到推广. 

定义2设尺是一个整环, K 是包含尺为其子环的一个域.则 

F=|^-=a'^|07ta,6ezJ 

作成 K 的一个包含 R 为其子环的子域（而且是包含 K 的敢小 
域).称 F 为 ffi 环尺的或 

易知尺的分式域对环的加法与乘法来说 

对此不再赘述. 〜 

^绍环的单位群. 

我们知道，除环或域（更一般地，对任何环)对加法作成一个交 
换群（即加群），但对乘法只能作成一个半群而不能作成群，因为其 
零元没有逆元.但是，除环的全体非零元对乘法显然作成一个群， 
而且域的全体非零元对乘法还作成一个交换群.更一般地，一个有 
单位元的环的全体可逆元对乘法显然也作成群. 

定义 3 设 1 ?是一个有单位元的环，则的可逆元也称为 i ? 
的 单位; R 的全体可逆元（单位）作成的群，称为 i ? 的乘群或单位 
g ， 并用 K •或 LKiO 表示 • 

例如，整数环 Z 和12 阶循环环 R l2 = ( 0 9 e 9 2 e ,-, lle ) 
( e 2 = e ) 的单位群分别为 



Z B ={1,-1}, R ； t ={e 9 oe,7e,ne) 9 
其中尺 r 2 的单位元是 e 且每个元素的逆元为 自身. 又数域 F 上 ; I 
阶全阵环的单位群是全体 n 阶满秩方阵对乘法作成的群，即 F 上 
的 n 阶线性群 
例 2 证明： 

Z [ i ]= { a +6 i | a *66 Z } 

作成一个整环（这个环称为 Gauss 整环），并且其单位群是 
{土1，土 i }. 

证 z [ i ] 作成整环 a 然.又显然士 1,士 i 均为其单位•下证 
z [ i ] 没有别的单位 • 

设 e = fl +6 i 是 Z [ i ] 的任一单位，则有 Zim 

”=1 ， Ul 2 l7l* = 1 - 

这只有 | e | 2 = a 2 +6 2 = l , 从而只有 

a =± l ，6=0 或（2 = 0,6=士1. 

即 e 只能是士 1及士 i . 

因此，士 1和土 i 是环 Z [ i ] 的全部单位.故 
以(2[1])={士1,士 i }. 

(证 毕〉 

利用单位群来研究环，是研究环的重要方法 之一. 例如， S . Z . 
Ditor . K . E . Eldridge 和 R . W . Gilmer 等人于 1970年前后便利用 
这种方法研究环，后者还完全确定了单位群是循环群的有限交 
换环. 

习题 4.3 

1. 证明：域和其子域有相同的单位元. 

2. 设是三个四元数.证明： 

(a 卢一炎) 2 7= 

提示：若厶 = •十 ofe ， 則义= 一<2 2 _6*—^，再计算 a ^—^ a . 
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第 E 9 聿环与域 


3. 证明： 

1) 集合 

叫 (1 二）卜•托数域 F } 

关于方阵的普通加法与乘法作成一个有单位元的交换环.又 问: 单位群 /?• =? 

2) 当 F 为有理数域时 K 还作成域，但当 F 为实数域时 R 不作成域. 

4. 设 F 是一个域，且 | F |=4 .证 明： 

1) char F =2| 

2) F 中非0及1的两个元索都满足 方程/ == x + l . 


§ 4模；2剩余类环 


本节和下节介绍两类具体的环，一类是*要的有限环——模 
«剩余类环，另一类是重要的无限环一环与域上的多项 式环. 
任意取定一个正整数 n , 令乙为由 n 个剩余类 

0*1 ，2 ，… ，”一 1 

作成的集合.下面规定剩余类的加法与乘法，使4作成一个环. 
任取规定： 

r +7= 田， 

下面证明这是4的两个代数运算. 

设 r = r ，7= r ， 则 

7i|i — s ， n\j—t. 

从而(纟+)) — （ s + f ) ，即有 

*+7=7+7. 

这就是说，剩余类的加法与每类中代表元素的选择无关，故加法是 
乙的一个代数运算. 

此加法显然满足结合律与交 换律； 又5是零元，=7是7的负 

元.因此 ，乙 对加法作成一个加群. 

% 

同法可证，剩余类乘法 r /=^ 也是乙 的一个代数 运算. 



§4 模 71 剩余类环 
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又易知乘法满足结合律和交换律，且乘法对加法满足分配律， 
故乙作成一个环，且是一个;1阶有单位元的交换环.我们称其为 

，简称 

…,; n } 关于加法作成一个；2阶循环 
群，从而乙是一个；!阶循环环. 

下面进一步讨论这种环的一些性质. 

首先，对任意整数丨和任意整数 q ， 由于 

(i ， r») = (i + ng ， n) , 

故类 r 中若有一个整数同 n 互素，则这个类中的所有整数都同《 
互家.因此，我们就说类 r 与”互素. 

这样，在类…，; rq 中，有且 只有# n ) 个类同 ‘ n 互素. 
定理1 z . 中非零元济如果与 n 互索，则为可逆元；如果不 
与 n 互索，则为零因子. 

证设历关5,且 = 则存在整数 W 使 

ms+nl=l. 

于是而 ■=wf 7 ir = T，Bll I 是所的逆元. 

又当 ( m ,; i )= d > l 时，令 

m = dm \ 9 n = dri \ * 

Tnfi\ —TnTi\ — nTTi\ = 0 ， 

即此时 W 是的一个零因子. 

(证毕） 

此定理表明，模 n 剩余类环乙的单位群是一个 9(/1) 阶交 
换群. 

定理2如果/>是素数，则环 Z , 是一 个域； 如果 n 是合数，则 
环乙有零因子，从而不是域. 

证因为 Z , 的所有非零元都同 p 互素，于是由定理1知，每 
个非零元都有逆元，故 Z , 是一个域. 




当是合数时，设 


则心 关5,心关且 

Hi n z =n = 0. 

故乙有零因子，从而不是域. 

(证毕） 

对于任意正整数 n , 由于乙有单位元且 

n • T=w = 0, k • l=k^O (l^<n) , 

料獅 a 觀 ； i n ^) n ^ 

交换 € 

例 1 厶是域 .又由于 


故 T ,? 的逆元为自身，而5与3互为 逆元. 

例2 4是环不是域.又由于 

(1,6) = (5,6) = 1, 

(2,6> = (4,6) = 2， （3,6) = 3, 

故 T 污是厶的可逆元，但是4的零因子. 

为介绍剩余类环和循环环的同态与同构，下面先简略介绍环 
的同态与同构. 

定义如果有一个环到环泛的映射 p 满足 
< p (. a + b )=^ p ( a ) +< p { b ) » 

<p{ab)^ 9 (a)<p(.b) (\fa,beR), 

则称 p 为环只到反的一个同态映射. 

如果有一个 K 到及的同态满射，则简称 K 与反同态，记为 

R 〜瓦 

如果 P 是环只到歹的一个同态映射，而且 P 又是双射，则称 
P 为环 R 到 R 的一个同构映射.当 R 与反之间存在同构映射时， 




3.7 应用举例 
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解只需作多项式 除法: 


分 + j J + j 2 + l 



j-'+j* +1 


故码词 （1) 有错.类似叫知的向（2> 无错. 

例 3. 7. 2设生成多项式/»(1) = 1+1+/,编出所有的（6,3)码. 
解用上述方法可求出所冇的 （6. 3>-码如 F 衣： 






W 


馆 &n 

0 0 0 

0 

0 

0 

0 0 0 

1 0 0 

1 

1 

0 

1 0 0 

0 1 0 

0 

1 

1 

0 1 0 

0 0 1 

1 

1 

1 

0 0 1 

1 1 0 

1 

0 

1 

1 1 0 

1 0 1 

0 

0 

1 

1 0 1 

0 J ! 

I 

0 

0 

0 1 1 

1 1 1 

0 

1 

0 

1 1 1 


涊耍指出的坫收到的码 W 多項式 《 UM 、 能被 />(.»•) 护除时，则此的 ㈣ 
必有错.但若有广(^>1«(^>•这 B . t 收到的码闻并作一定无错，也冇可能错误位 
数多而检杏不了•例 如在例 3. 7.2的 （ 6.3>-码中，如在传送时| 1 »1时产中三位误 
差，则可能由这一个码同变成另一个码 ㈣ ，但这种发生多位错误的槪宇很小. 

读衧可能会想•川这种编码方法所苒的计算 f : 作敏和 掸作 T 作 M 会大人 - 
增加，实在太不方便了•幸运的是，可设计一种专门的线路，无斋作任何多项式 
的运筲 .操作员发报时也只潘打信总 W 就 ST 以了 •线路会 ft 动转换成由 pU ) 
生成的码间•接收时也冇专门线路自动检验是否有错.下面举例说明. 

设/>(^) = 1+了+/,5!设计一个发送线路.编码线路如阁 3. 1所示. 

其屮 ㊉ 为模2加法器为单位延时器将输人的信息延迟 -- 个单位时闸 
再输出 i()R 为或门， 0 + 0=0,0 +l = l,l + l = l . 

操作 步骤： 

<1)开关 K 接通1•并打人信息码. 











定 3H33EC •⑩ ，./ 



对 T •此洌 4设卟一 个接收时的检错线 路如阁 3.2 所示，设接收到的馆总 
为 100110. 

P-IOT 




x° 


—0—J X' —- X 1 


ra 3.2 
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由于最后倍息接收完后寄存器内的数码不全为0,故 / Kx # 1/(4*)，所以存 
错. 

关于编码问题在这里只介绍一点 ® 基本的 ft 念，有兴趣的读者可参宥有 
关专著. 

习® 3.7 

1. 写出由 Kr>=l+x>+? 生成的所有 (6,3> •码. 

2. 检验下列接收到的信息是否有错.生成多项式为 p ( x ) = \+ s ! 
+ /+八 

( 1 ) 10011011 , 

( 2 ) 01110010 , 

(3) 10110101. 


第 3 章小结 

本隶内界坷分为 w 个方面. 

1. 环的槪念.分类与一些重栗的例子 

环(/4, + , • )的定义， M , + > 是坷换鮮， M . • >是半拆，左厶分配你 
成立. 

典型的例子如下： 

(1) 数环 ：（ Z , + , • >,( Q , + , • MR , + , • >等. 

(2) 整数横 / i 的同余类环：（乙，+ , • >. 

(3) Gauss 整 数环： Z [ i ]={ fl +6 i | ti .6 eZ •{=/=!}. 

(4) 全矩阵环 “ iVUZ >, + , • >,«(Q >• + ••〉等. 

(5) 多项式环 ，（ Z [>], + , • ),( QO ], + . •) 等. 

<6)四元数 除环： 不可换的无限环. 

环的 分类： 

整环：（々• + , • )^{0 h 可换，无零因子. 

除环：（八，十， • >有0和 1 ,(/T , • >是群. 

域.•可换的除环. 

有 限域： 元素个数有限的域. 

惟一分解整环 ：主理 想整环，欧氏蝥环,惟一分解整环 t 的多项式环.如 (2 , 
+， • ),< zm,+ f - >，域上的多項式环(打>],+， • >,( zo ],+，•） 等. 
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第 3 幸环 论 


2. 环内元索.子环、理想与商环 

零因子槪 念:肋 =0 JI a #0 和 6^0. 

零因子的性质 ： U > 环内尤芩闪子《左、右乘法消去律成立 .（2) 非零的 
有限的无左（右） 岑 因子环是除环.（3> 有限的整环是域. 

子集是子环的条件是环 （ A ,+, •> 的子环有 a — 

b，ub 云 S . 

子集是理想的 条件： /是环 （ A , + , • >的理想 ㈡ Va ，6€/ 和 ViGA 有 

/ HQ /. 

子环与理想的运算：（1> /,_/是理想 =>/ n /,/+ y , u 都是理想. 

(2) H 是子环，/是理想 + J 是子环，//门/是只的理想，且有 （H + 
/)// s / f /(/ fn/M 第二问 杓定理 >. 

商环: AW=U + / k €/ U , 元素为/对加群的防集.当 A 是有1的可换 
环且/为极大理想时, A // 是域. 

笨环：不含非平凡理想的环. 


3. 间态与同构 


同态与同构的槪念 ：保持 两种运算的映 （双） 射.即为满足 /(« + 
W = /( a > + /(6> 和 /< ci 6> = /( fl >/(6> (保持运算） 的映（双）射，则称/是间态 
(构） . 同态核 kcr /*{ j -| j -6 A ./( j )=0 # h 

同态三定 If ( 同态基本定 理）： A / ker / 三 /(/\>,95< a>—a + kcr /, 则 f = af \ 
子环对应定押；商环同构定理 ：同态 AA - Y ，/ 是环 ( A , + , • >的理想& 
ker /, 则 A //^/( A )//(/). 

4. 有关环的一 些问熥 

环中的 W 子分解 问®: 既约元和素元.惟一 分解® 环的性质.多项式可约 
性的判断方法.域的乘群的有限子群是循环群. 



第 4 章域 论 


域的槪念在第3窣中已给出 ：域是 可交换的除环，即环（/=*，+ • • >含有0 
和丨，且 • >是可换群.我们在很多课程中都会遇到它，例如在线性代数 
中遇到的数域，本朽开头提到的化何作围 问题和 代败方稈求解问题都要在实 
数域上讨论，近代倍息理论中密码问 杜要系 统地用到有限域的理论. W 此本草 
的内容有很广泛的背 S . 

由于域是种特殊的环，所以有关环的性质都适合域，而且冇些性质更为 
简尔•例如，域内没舍非 f / i 理想 ， W 而两个域之间的同态只有；间态和同构 I 由 
7•域中每一个非芩元索舴冇逆元，域内没有零因子,也不存在因子分解问趟，等 
等.那么我们在 本章要 讨论嘿些问贱呢？主要讨论四个方面的问独 ，一 是子域 
与扩城的性质》二是多项式的分裂域 的罐念 和性质 ft 有限域 ：四挞 与应用 
柯关的-•些问败•特别 M 近代密码学 以有阳 域为数学箪础.其内容十分丰浒. 

4.1 域和域的扩张，儿何作囹问趟 

我们 e 经知道.如果一个环至少含有0和丨两个元索，每一个非；元均有 
逆元， WII 此环称为除环，可交换的除环为域 . T 面先介纽域 的基本 结构，然后冉 
讨论扩域的性质•由于域是一种特殊的环•所以有关环的一些性质在域中郎成 
立， 不洱敢复了. 

I . 域的特征和索域 

设 （/ C , + , • >是域， F 是 AC 的非空子集，且 （ F , + , •) 也是域 ， W ( I 称 F 是 
K 的子域 ( subfield>，/C 是 F 的扩域 （extension field 〉 •记作 F ^ K . 

设 S 是域 F 中的 一个非 空子集•明包含 S 的屏小子域，称为由 S 生成的 
子域.记作 <S〉. 由元素1生成的+域称为窠域 （prime field ). 由于它是任何一 
个域中 S 小的域•并且表征了这个域的特性，因此，首先应搞清家域的结构.为 
此，又必须分析元索1的性质.设”为正整数•由坏中元索的倍数的定义（见 
3. 1节>，有 


«1 =丨 + 1 + …+ 1. 



W 而有 mnl =m\ • n\. 

1 的加法阶 0、1) 有以下 性质： 

定理 4. 1. 丨 设 F 是域.則元素丨在（厂+ >中的阶数或为某个索数~或 
为无穷大. 

此定理很容 M 用反证法和利用域中无零因子的性质加以证明，请 读者自 
己完成. 

定义 4. 1. 1设 F 是域，若元家1在（厂+ >中的阶数为索数 p , 则称/•为 
域 F 的特征 （ characteristic 〉： 若元索1在 （ F . + >中的阶数为无穷大，则称 F 
的特征为 0， F 的特征记作 chf ' •故有 




若 。•⑴ = p , 
若0,⑴ = oo . 


下面讨论家域的结构与性质. 

定理 4.1. 2 设 F 是域 .F 。 是 F 的素域 ，則 
^ l<Q .+. •). 当 chF = 
° ~ \( Z P .+. •). 当 chF : 
证明 若 chF =0. B»J ()• (丨>»«>•对任何 


P (素败). 
(关 0>6 Z 有 


若 chF _ p (家数）•則 ( T ( l > = p ,< l > 会所以5*。芸（2,, +， •）• □ 

由此还可得出以下结论： 

(1) 域可分为 两类. ①若 chF =0, 則 F 是 Q 上的扩域，是无限域.例如数 
域 （R , + ,•>,((：• + ,• >等部以 Q 作为素域》②若 chF - p ( 家数〉 ，则 f 是 
Z , 上的扩域，这时 f 可以是有限域.也可以是无限域.当然，如果 F 是有限 
域，则 chF 必是某个素数. 

(2) 若 F 是特征为 p 的域 ， W 
(•) 对任何 a 泛 F 有 pa =0； 

( ii ) 对任何 •旦 na — ma , WJ n=m (mod p ). 

( iii ) 对任何 d ， A € F 有 (**+/> 〆 = 〆 + 〆 ,* 为任意正整数. 

(3) •且为 索数） 有 

n 广 ： s 1 ( mod p ). 

(4) 域 F 的乘群 （f , • >的任何有限子群都是循环群.在 3.5 节中已证 
明过此定理.其余证明均留作习 5 S . 

上面我们介绍 r 域中的最小子域——素域的结构，同时讨论了由域的特 
征所决定的域的件质.下面则从另一方向 域的扩张来讨论域的性质. 


4.1 域和域的扩张，几何作图问題 
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2 . 扩张次数，代数元和超越元 

设 F 是域， K 是 F 的扩域，怎样来描述 K 与 F 的关系呢？ 

由于对仔何和对任何有•我们 SJ 以把 K 
中元家看作向 M , 则是向 Si/, 与 w 在 F 上的线性组合，从而 K 是 
F 上的一个向试空间.霱要指出的是•要把过去 A 等代数 中向緻 空间的定义推 
广如下: 

定义 4. 1.2 设 V是一个加群， f 是一个域，对任定义一 
个元家满足以下 性质: 有 

(1) a(u~hv) =a«+ov* 

(2) <o+^)M*a«+/fci 

<3) a ( 和） _(a 炉 《• 

(4) lw-v. 

则称 V 是域 F 上的一个向繼空间 （vector space ) 或线性空间 （linear 
space ). 

此定义不仅把在数 F 上的向 ft 空间推广到在一般的域 F 上的向 fi 空间， 
而且利用群的慨念从形式上筒化7•定义的叙述. 

il 我们洱回到域 F 和它的扩域 K 上来.由于 / C 是 F 上的线性空间，此空 
间的维数耽称为 K 对 F 的扩张次數 （extension d eKr <； e >, 记作 （K « F >. 当 
(K « F > 有限时.称 K MF 1：的有限扩张 Ginhe ex 丨 ensiorO •否则称为无限扩 
张 （infinite extension). 

如果 F,K,£：, 郎是域，且 FQ/CQE , 柿是有 W 扩张，則有以下的所 itra 
远镜公式”: 

(E« F) = (E« K)(K * F). 

利用向空间 中的基 SI 证明此公式. 

例 4. 1.丨设3是有理数域，尺={^ + 6 7^| < |.6€0}，£：={(1+沒71|<1, 
分 e/O •: R 为实数域，则有 QQKGfTQR . 在 K 中可找到一组基：丨，#,故 
(K * 0> = 2,在£对尺的向址空间中可找到一组基因而 (£» K ) = 2 . 
而在£：对 Q 的向铪 空间中是 一组蓽 ，故 （£: Q) = 4 满足望远镜 
公式•在 R 对 Q 的向 S 空间中，珂以找到无穷多个线性无关的向镢，故 （R : 

Q ) = «>. 

扩张次数反映了扩域与子域之间的相对大小，但还没有反映它们的元素 
在件质 i : 的 差別. 我们对域中的元索作以下的分 类：设 / C 是 F 的扩域， c /6 




若《是/*’上的一个多项式/(*|0的根，则称 《是尸 上的代数元 （algebraic 
element ) ，否则称为超越元 （transcendantal elementK 设“在 F 上的最小多项 
式 （指“ 是根的次数 M 低的萏1多 项式） 为 m ( x >, 且 deg ，则称《是 

F 上的 r 次代数元.有理数域 Q 上的代数元称为代数数 （algebraic number).Q 
h 的超越元称为超越数 （transcendancal number >,例如1 + i 等都是代数 
数•而是超越数. 

这样，我们把扩域上的元素相对于子域分成两大类•代数元和超越元.它 
们有很大的差別.由此，可对扩域的结构作详细的分析. 

3. 添加元索的扩张 

设的扩域 . SGE 是一个非空子集，我们把包含 F 与 S 的最小子 
域称为 F 添加 S 所构成的扩域 . id 作 F ( S >. 添加一个元索“€£：所得之扩域 
记作 F ( m >, 称为 F 上的单扩张 （simple extension ). 对于单扩张有以下明》的 
表达式： 

定理 4.1. 3设 EfiF 的扩域则 

{flo +<1|U + … I 6 F} 

兰 fW /( m (4：>>, 当《 jft F 上的代 败元， 
fl mix) ft m 在 F 上的最小多项式 .deg mix) =* n, 

兰 Fix ) 的分式域.当 u & F 上的超越元. 

且有 

, de K m ( x ), 当《是 F 上的代数元, mCr > 

( F ( u ) « F ) = j 是“在 F 上的 M 小多项式. 

lo °. 当《是 F 上的超 越元. 

该定理形式上看起来比较复杂•实质 J ： 分两种悄况：（1>当 u 是 F 的代数 
元，（2>当是 F 上的超越元.下面证明此定理. 

证明（丨>设“是 F 上的代数元 ， m ( i > 是 u 在 F 上的 ft 小多项式， 
deg m ( x ) = ». 因为 F [>] 是主理想铒环，由推论 3. 5. 2知，尸(>]/(;/ 1 ( 1 >>是 
域•由于 F(u) 可表示为 F(u) = (a 0 +fl|“+ … + a.-i u" ' | a , 6 F } , F [ j ]/ 
( w ( jO > 河表示为 
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由于 r, (j-)4-(w(j))==r 2 (j-) + (/w(j-))=>r, (m> = /*〆“> ，故是单射 .a 显然 
也是满射 . 

再证 (T 保持 运算： \/ 厂 | («> ， /^(1/>6^'[>] ，显然有（》 ( 厂 , （《 ) 十》 *,(1/))= 
n ( 1 ) + 厂 2 ( j>=tr(ri (M>>+<y(o(“>> ;假设 r, (j ： )r t (jr)=r(x) + g(j ： )m(jr) t 
则有 

ff(r,(u)r 2 (u))=^ u(r(u)) = r(x) + (m(x)) 

=(r,(x) + (m(x))) • (r,(j) + (m(jr))) 

= a(r,(u))a<r z (u)). 

所以 j 是 f(*i ) 到 Fl>]/<mU>> 的网构•即 F(“> 会 FO]/(m(*r ” 且 
由于 l.tt,.",*!- 1 是 F(«i> 中一粗基，所以 （ F(u> * F)*n. 

(2> 当 “ 是超越元时 • V 非零多项式 «(«) 关 0 ,令 

K = {^7 = ' j/(x)./f(x) 6 ^ o| 

不难证明 K ft 域，且是 包含 “ 与 f 的《小的域•故 

|^|/(^)./?<^)6 FCxD ./ r^oj 

* FO] 的分式域 . 

并冇 （ F<«> * F) = cx>. 

定理 4. 1.3 的证明 M 然较长，但并没有特別的技巧，只 M 通常证明环问构 
的方法 . 

下而我们要把扩域的性质与扩张次数进一步联系起来 . 

4. 代数扩张与有限扩张 


设 / C 是 F 的扩域•若 / C 中的每一元索柿是 F 上的代数元•则称 K 免 F 
上的代数扩张域 （algebrhc exkr ^ ion ), 否则.称 K 为 F 上的超越扩张域 
(transcendantal extension). 

显然，添加代数元的扩张是代数扩张•添加超越元的扩张是超越扩张，但 
在一般悄况下，如何判 断一个 扩域是否为代数扩张.我们有以下定理. 

定理 4. 1. 4设 K 是 F 上的有限扩张，則 K 是 F 上的代数扩张. 

证明设 （K : = ” ，任取元素丨， “， V, …， 《• 在线性空间 K 中 

必线性相关，故有 a。，a,，ti z ，…，*!•€ F 使 

a 0 + + a ； u : + — 4- a.u' = 0. 


令 


/(x) = a。 + a *r + < 1 ，+ …+ a m x u . 
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则 w 是/(/的根，所以 M ； gF 上的代数元，即 K 中任何元索都是 F 上的代数 
元•故 / C 是 F 的代数扩张. □ 

值得注意的是，定埋 4. 1. 4的逆定理不成立.代数扩张不一定是有限扩 
张，例如在 Q 上添加所有方程 • r "-2 = 0 (n = 2,3, …） 的所有复数根，所得的扩 
域 M 代数扩张域.但不是有限扩张. 

关于代数扩张还有以下一些结论： 

(1>若 K 是 F 的扩域分別是 F 上的// I 次和；！次代数元， 

此性质很容易用項远镜公式证明. 

(2> 设 / C 娃 F 的扩域,是 F 上的代数元，则 a ± b , ab , a / bUj ^ O ) 
都足 F 上的代数元. 

此性质利用本节性质 （1) 和定理 4. 1. 4即可证明. 

(3> 若 K 是 F 上的代数扩张，£:是 K 上的代数扩张 ， Wf ! E 是 F 上的代数 
扩张. 

此性质的证明过枵如 T : 任取 u 6厂设是多项式 JU ) = e 

K [ x ] 的根，考虑 扩域 K , = F ( a 。 •“，，…, a .>, 由性质 （1), 可得 （ K , 丨 F )< oo , 
所以 （ F (“> • F > < ( K ,( m ) • F) ^ ( K ,( u ) • K ,)( K , « F ) < oo •再由定埋 
4. 1.4 得证.读荇不妨 A 己详细写出证明. 

5. 几何作 围问麵 

历史上所谓的“规尺作图问是指用阏 规和 一根无任何标 记的苴 尺能作 
出哪些图形.有以下几个典®问® : U > 两倍之方体问賊，作一个立方体使它 
的体积是一个已知立方体体枳的两倍.（2> 三等分任怠角问题.（3〉岡化方问 
既••作一个正方形使其面枳等于已知半径为 r 的脚的面枳 . （4> 分脚问 趟：将 
一个岡周”等分.这些问 尠在历 史上杵经困扰古人很长时期，直到出现近世代 
数，它们才得到脚满的解决.但是，由于中学里不51能学习近世代数，因而不断 
有一些只具中学败学知识的靑年还在研究这些问《，应该劝导他们不要再在 
这些问題上浪费时间. 

下面来看近世代数是如何解决这些问题的.首先，我们要把这些问题化为 
近世代数的问®. 

(1) 几何作图问题的代数提法 

设在平面上已知 m 个点，我们可选择一个乎面[角坐标系和确定点 （0 , 
1>•并设在此坐标系中已知的 m 个点的坐保为 （ a ,. v ,) • 令 = 
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0(^ 从这些已知点出发通过有限次下列的操作可构造出的 

点称为可构造点 （ comruc 丨 ive point >，对应的坐标称为可构造数 （constructive 
number ). 这整操作是: 

( 1 ) 通过已得到的两点—条& 线； 

<« i ) 以 Li 得到的某个点为阏心，以已得到的某两个点之间的距离为半径 

< iii ) it 算并标出两貞线的交点坐标： 

( iv ) if 算件标出一爽线和一拥的交点 坐标； 

( v ) 计箅并标出两阀的交点坐标. 

W 而规尺作阁问题化为求出所有可构造数的问路. 

(2) 吋构造数堪本定理 

定理 4.1. S 设 fC fi 所有可构造数 的钜合 ，則 fC ft 实数域 R 的子域，是 
打理数域4的扩域.即:； 

证明铉先 iiKK 是一个数域：对任何 a .66 K, a + 6 可用 岡规饪 尺作出 
(以 F 简称-坷作 出”） ，故 u + b 冬 Kwh 可作出（见用 4. 1>•故对任何 
u € K . u ^0 .a 作出•故 ti _6 K . 所以 K •是-个域. 



f 4 if . K SQ 的扩域 ：由于 (0,1>已知.故 

Q = {^ •/! 关0|中元索均珂作出，所以 

ft 后证 K 是 R 的子域 ， W 直线与阏的交点坐标 
和岡之间的交点坐标除涉及+ , — ， X • +运箅外，只 
涉及正数的开平方运算.而正数 a 幵乎方珂作出 （m 
4.2)， M ^6 P •所以 KQR . □ 

定理 4. 1.6( 可构造数的充要条件）实数 oSI IH 4.2 

构造的充分必要条件是存在一个有限的 域链： 

/• = K 0 < K, < K, < …< K- < R , 

满足 （ K, tl : K ,) = 2 (，= 0,1 •…， n — 1> 和使 0 e / C - 

证明先证充分性.设有以上域链使•因已知点 （0,1), 对 1 作四则 
运箅可得 Q 中任何元素.故 Q 中元素均邱作出.类似可证 F = Q ( x ,, y , t -. 
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■r„，^) 中任何数均 SJ 作出.现设 K.-, 可作出（指 K.-, 中任何元索吋作出），因 
(K, : K.. ,) = 2, 珂设 K, 在 K, ，上的线性空间的基为1，火則 \,6 ^线性相 
关 ，存在 K, ，使 aff - k - bd+c — O (“尹 OK 得 0=( — b 士 V ， 6 z ^-4ac)/2a, 

Ftl 定理 4. 1.5 的证明过程 J 可作出，且 K . = K . l (0) = { k l + k 2 d \ k > t k t ^ 
K . ,} ，所以 fC , 中任意元索均可作出.余此类推.可得 / C . 中任何元索均 SJ 作 
出•因而 o 可作出. 

必要 性：设 a 可构造•则在 F 丄通过有限步操作 （ i > 〜 （ v > 可得到 a , 设在这 
打限 步枨作中逐次作出数 •••••〜 = «. 并令 K ^ K ^ Ca ,) (*=1.2,-, 

•由丁•每次找作是对已知可构造数进行四則运算或开方，故 （/ C . : K ,.,) = l 
或2.由此可得如上之域链. □ 

推论 （酊构造数的必要 条件） 若 a 6 R 坷构造，則 （ F ( 0 > • F > = 2' n 为 
作负 》 数. 

(3) 若千几何作 ffl 问勉的解 

根据以 h 定理•立即珂以推出•两倍4方体问 K 与岡化方问烛邢进不可能 
用明规 fi 尺解决的. 

对于三等分任意角问联行以下定理. 

定理 4. 1.7 ff | <p 可以三等分的充分必要条件是多项式 4^-30— cos f 
AQ ( cosy )> 上 可约. 

证明 百先 •由已知妒可作出 COS ^ •设汐， 〆 3,由公式 COSif «= cos 3 沒 3 = 
icos ' 0 - 3 cos 0 nlW CO .# 是多项式 /(_ r > = 4_ r 】一3 j • — coy 的根. 

卜阳先证必要件 ：设妒 每三等分 • 即没与 tros^ hf 作出 • 令 F—Q (cosy5>.fh 
定理 4. 1.6 的推论 • 得 (F(cos^ * F> = 2*<3 • 所以 （ F(cos^> « F><2 , 故 fix) 
在 F 1 ：蚵约 . 

充分 性：若 /(■!■) 在 F 上可约.埘 co 必是 F 上的一个次数小于等于2的多 
项式的裉•故有 < F ( cos ^ « F ><2, 由定理 4. 1.6, co 必可 作出. □ 

山定理 4. 1.7 立刻坷以得到三等分仔意角问题的否定的回答，只要举一 
反例即可. 

取9=汉/3,則 F=Q (€0^) = 0 ，多项式 

fix) = 4 X s — 3 x — cos^j = 4 j * — 3 j — y , 

作 C 上不可约（为什 么？） ，所以 f 不能三 等分. 

必须注意•前面对規尺作 ffl 问题的严格 限制： 在阀规与直尺上不能作任何 
标记.如果允许在茛尺上 作标记 ，我们可以用下述方 法三等 分任意一个角.设 
是任意一个角（图4.3>，以1为半径 脚脚. 分别交 （ M . OB 于两 
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点，在直尺上标出两个点，使 XK =1 .然后让寅尺始终过 Q 点而移动直 
尺，使直尺上的； C 点在 OA 的延长线上，并使 y 点落在圆周 i ：.， 这时 
ZAOB /3. 



关于分阀问胧讨论如下. 

疗先 •由 it /3 不能三等 分可得 出正18边形不能作出， W 而不能将岡周仔 
意《等分.我们先证以下结果. 

定理 4. I . 8 设/> 是家数 ，齐 iE />边形可作出，则 p 足如下形式的 
Fermat 家数： /> = 2 r + 1 ，讲彡 0 粮 ft . 

证明设 e-cos ^+« sin 穿•若正声边形可作出，即 co » ¥, sin 穿可作 
出，由定理 4. 1. 6的推论•构出 (Q (cos sin : Q ) = 2*， 
(Q ( cos ^. sin ^. i ) « Q )=2“ ••而 Q (^)CQ (cos 穿 , sin 孕“)•所以 

( Q ( P : Q > = 2，, r <々 + 1. 

另一方面 4 是多 项式少 … + j *+ l 的根 ，少 (. r > 在 Q 上 
不可约（见3.6节>,故有（(3(芒 >: Q )^= p - l . 

由此得 /»_l = 2、/» = 2 f + l . 由于/ •为 苈数 . r 必油是2的¥(为什么？） • 
所以户= 2广+ 1. □ 

此定理 H 给出 f 当《是窮数时正/!边形可作出的必要条件•由此必要条 
件可知《=7,1丨，13等都 是不可 作出的.那究讫对一般的正 整数” 哪些”可作 
出呢？我们将在 4. 4节中给出分网问题的完全解答. 

习 H4. J 

1. 设 F 是域， chF = p ( 素数 >, a ,66 F , 证明： 
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(1) na = ma ( a : ^ 0)=>n = m (mod p ) ; 

(2) ( a 士/» 〆 = 〆 士 〆 ，整数. 

2. 设 Z [ i ] 为 Gauss 整数环•求域 Z [ i ]/(2+ i ) 的特 ff . 

3. 设/>为家数，证明对任何满足 （ n ,/>) = l 的正整数”有 

1 = 1( mod p ). 

4. 设 K 的冇限扩张 •£ 是 K 的有限扩张，則 E 是 F 的有限扩张 ， ft 

(E * F) = (E* K)(K * F). 

5. 设 K 是 F 的扩域分别是 K 上的 m 次和”次代数元，证明 
( F ( a , b ) ' F)^mn ft 当 （ m , n ) = l 时等式 成立. 

6. 设 Q 是有理数域 • 

(1> 求 « eC <>/2.^5) f « Q ( N /2. y 5) = Q ( u ), 

• (2) 元索•界> 使尹 Q ( uO 应满足什么条件？ 

7. 设正耠数 w , ，/^，(叫 = l •若正 wi , 边形与正 m : 边形均可作出 • 
证明正 m , m ： 边形亦可作出. 

8. 证明72°角可三等分. 

9. 设 “,/，€ Z , U | <\ b \ , co . s <?= 4d - j /--• 证明 <?坷三等分. 

4.2 分裂域，代数基本定理 


本节我们将抒1绕》次代败方程的求解问《,对域作进一步的研究.萏先, 
我们要问，对域 F 上的一个多项式 /( T >, 是否存在 F 的一个扩域包含 
/(• r ) 的所有根.这就是下面 c 讨论的所 iir 分裂域"的问 a . 

i . 分裂域 


设 F 是域,/&>€ F (* r >, 包含 /(•!■> 的所有根的 F 的最小扩域.称为 
/(• r > 在 F 上的分裂域，可史确切地定义如下. 

定义 4. 2. 1设 /( heFOlUE ，是 F 的扩域且滿足以下 条件： 

(1) fUY ^ E r 上可分裂为线性 因子； 

(2) E , 可由 F 上添加 / Cr > 的所有根而得到. 

则称 E , 是 /( x > 在 F 上的分裂域 (splitting field ) 或根域 （root field ). 
由此定义坷以矜到，如果 /(« r ) 是一个/»次多项式 . W 为在 E , 上可分裂为 
线性 W 子，所以它在£：,上有 W 个根•设为 a .，则由定义中的条件 
m . sx 将 E , 表示为 
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E f = F(oi ，<»2 »•••*<»■>， 

由此很容易得出 （ E, : F)<n!. 

我们接着要问，对 FO ] 中的任意一个多项式 /(•!•>, 它的分裂域是否存 
在？如果存在，是否惟一？回答娃肯定的. 

定理 4.2. I 设彡1,则/(1>在 F 上的分裂域 
E / 存在. 

证明若 ”=1,»然 £, = F . 下设 deg / Cr )〉 l . 

设 〆 •!■>是 / U ) 的一个不可约因式.令£,=/=•[>]/</»(:»■>>，£,是域 
(定理 3. 5. 4推论 3. S . 2>.作 F 到的映射 《 y:<i »-* fl + (/( x )), 則 cr 是 F 到 
£：. 内的一个单同态（请读者自己证之〉.令 F = a ( F ), 則 F 兰 F , a 把 F 同构嵌 
人到£：,内，如果我们把户与 f •等同起来•那么 E , 就珂以 看作是 F 的一个扩 
域. 若取 “I «= x +(^( j-))，w /»(“ l > = />(_ r > + (/>( 1 r >>=5 •所以“，是 P ( J ) 的一 
个根•从而也是 /( h 的一个根.由于 〆 •!■〉 是…在 F 上的最小多项式，由定理 
4.1.3我们有£ | -尸(《,>. 

设 £,(>]. 仿照卜面的方式可以证明•存 
在& 的承扩域 &=£：•(“,> = F (“, ，使得“：是 / ,( i ) 从而 
也是 /( h 的一个根.如此继续下去，因为/( I )是一个 n 次多项式，进行； I 次 
这样的单扩张之后，我们所得到的扩域•々，•••，《.>就是 /( d 在 F 
上的分裂域 £：,. □ 

关于分裂域的惟一性•我们要证明一个更强的结论. 

定 am 设 《 t 是域 f •到 r 的 w 构 ，/( x > ef [ < r ], i ?( < r > 是 /( y 在 

中对应的多项式（即/( I )的系数分別是 /(_ r > 的系数在 a 下的像），则存 
在域同构 r : 

证明对” 作归纳法. 

当”=丨时 •/<•!•> 的分裂域是 F •而六 《!•) 的分裂域是结论《然成立. 

假设 ”>1 且定理对 n _ l 成立，下面证明对 n 也成立. 

设£:是/(^在 F 上的分裂域.£是7(^>在 r 上的分裂，且 £= F ( u ,， 
u 2 , — F ( Vi • Vi •…， v .> •其中 m ，!!*，••• ， ii , 和 v , . v t , — , v m 分别是 

/ U ) 和 T ^ Cr 〉 的”个根. 

设…在 F 上的最小多项式为/ »( x >. 则 p ( x )\ f ( x ). 此时，在 F 上对 
应的多项也是不可约多项式，而且 p ( x )|/( x ). 不妨设奶是 f U ) 的一 

个根.令容易建立域同构 r ^ F .- F , 使得 ri \ F = a 
(请读者写出具体细 节）. 




考思 《两柯 n : ^ ) f t U ) U ) = ( x - v t ) j t u 

那么 £5 J 看作 /,&) 在厂 上的分裂域， £： 可看作 7\(* r > 在 F , 上的分裂域, 
且容易稃乃（ I )是/,(1>在域同构 r , 下对应的多项式.由于 deg/jd 
deg：?,(*r > = ”一 1,由归纳假设，必然存在域同构£使得 r | F| = r ,， 自 
有 r |， r , |々. 

为了把分裂域的惟一性表述清楚，我们浠要引人 F - 同构的槪念.设 E 
E t 是数域 F 的扩域，若存在域同构使得 = 即对任 意的“ 
F , 有则称 为厂 同构.我们把1：面两个定理的结果综合在一起， 
出下面的重要结论. 

定理 4.2.3 设 F 是一个域 •/ U > eFO ], deg /(_ r > 彡 1,則 /( i ) 在 f 
的分裂域存在，而 且在 F - N 构意义卜是惟一的. 

由上面的定理及其证明过程我们可得出以下结论： 

U ) 对仟息 -个域 F 和正螯数 n •可构进_个扩域£，使 （£• = n .只; 

在 FO ] 中选定一个； * 次不 ST 约多项式 /( h ，則 

E * F [ j ]/(/( j -)) = { r ( x ) I r ( j ) =0 或 deg r ( x ) < n ) 

神足 （f * F )^ nS.E 包含 / Cr ) 的-个根 

(2> 对 F 上的任意 一个” 次多项式 /(« r ), 若它其分裂域中的根为 

通过逐次添加根的方法得到分裂域 E / = F ( tt | .« 2 ,..., i 4 .)J 
而可得（£» FU , 々，… • OXn ! (证明 W 作习 ®>. 

(3) 对 F 上的一个不可约多项式 /( x > 的两个根“和 v , 存在一个 
F ( v > 的同构 r 满足 ：r ( u > = i ； 和 r | F = l . 

(4) 用 F 上两个不同的”次不可约多项式 〆 x >, 9 ( x )€ F [ x ] 所作出的 
次扩域是同构的： 

ftx ]/( p ( x )) ^ FO ]/(< 7 ( j >>. 

证明时只需取映射 ( y ： r ( j ) + ( p ( j -)) ^ r ( j ) + (9( j )). 

例 4. 2. I 设 /( i > = ? 一 2 €Q O ], 求/( I )在 Q 上的分裂域 £ V 和 （K 


解由于/(1>的3个根都在 C 中，所 li 
主 K 上可 分解为 /(_ r > = Cr 一 


弓一个根必在 


h 的 一个桕 I 
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(E, * Z ? ) = ? 

解 与例 4.2.1 不同的是我们并不能预先知道/( I 〉在其分裂域上的根 
的表示形式 ，因而 ，只能根据定理 4. 2•丨来进行构造. 

由定理 4.2. 丨，厶是包含 /( j > 的一个根 «-^ + (/( x))=.r 
的一个扩域，且有 

ZAu ) ^ 厶 0]/(/( j >> = { O . T . i . TTT .?,! ■，: rT 7 7 , l+_r + _ r ”. 

不难检验，:？■与 也是 /( j > 的 m ，故 E , = Z :<_ r >, a (£, : ^) = 3<3!. 

在一个特征为0的域上添加夯限个代数元得到的扩张域可以表示为一个 
单扩张.下曲我们来证明这一点. 

定理 4 . 2.4 若 F 是特征为0的域 . u ,6 足 F 上的代数元，則有 r € F ( u , 
6>使 F ( u ,6) = F ( t ). 

证明设在/••上的®小多项式分別为/(^和 〆 。），它们的次数分 
别为 m 和 n . 

乂设£是包含 /<•!■> 和 >;(•!•) 所有银的域，由 f - chf =0,/ U > •只 （ J *) 在 E 
上 X ® 报 姓） .可设它 in 的根分別为 a * U | . a ；. ••• . u . ,6*=6, , A r , — , 0 „. T 
面来证明可选抒适当的 r 6 F ( «a + r 6 和 f’(f > & f ’(《 

山于 F 是无限域，可选 rCF 使 

t — a » rit ^ a,rb t (i = — = 2.3，"，”>, 

■然有•幻•下面可进一步证明 F(a,b)^F(c). 

令 ^ —/(<•— r . r ) 6 T h ( b ) = f(x — rh 、= /(“> = 0 , 

所以 A (. r 〉* A r (. r)A £ •上有公 W f - jc ^ b . 乂 W a ,( i > 无 裉 > 关 0 (> = 2. 

3 •… •，山 故 = j •—66/*:[1」.但尺(1>和 A ( j > 在 KO ] 中也有非平 
凡公 W 子，故有 J —66 KO ] •因而托尺，“=广46/<.所以 F ( a , b ) CF ( c ). 
综上得 F (<*)« F ( a ,6>. □ 

由定理的证明过程•可得出将 F ( a ， b 、 k 示为 F ( f ) 的方法，只要取 r 使 

c = a-\- ri) ^ a, rb t (2 < « < m .2 < n) . (4.2.1 〉 

其中 a ,= fl ， a : ， … •〜 松 f ，、= f ，， b ” …， b , 分別为 a 和6在 F 上的 i 3 小多项式 
的根. 

例如在例 4. 2. 1中 £>Q (沒的最小多项式为 /(_ r >=? 一2， 
/，=出的 S 小多项式为•它们的根分别为游 ， w 为乂万和… 
a / Wr = W + w ^ a .+《（2<*<3" = 2>, 所以 E x - Ci <- J 2+ W ). 

用条件 (4. 2.1〉来检验所选取的 r 是否正确，荐起来似乎有 点复杂 .有时 
我们用条件 ：（ F ( r > : F ) = ( F ( ci , ft ) * FK 来检验可能比较容易.例如上例 



然 Q (为 '><Q(r><Q (为 '，…， 可得 3<(Q(c) « Q )<6. 由于扩域次数满足 
申远镜公式，得 （Q («：> : Q ) = 6, 所以 Q (r) = Q Cj 2, u >). 

此外，又可得到以下结论： 

(1) 仔何特征为0的域上的有限扩张都是单扩张. 

(2) 特征为0的域 F 上的多项式 /Cr> 的分裂域£：,都是 F 上的单扩张. 

2. 代数基本定理 


我们可用分裂域的理论来 tf 明著名的代数蕞本定琿. 

定理 4. 2. 5( 代数基本 定理） 任意一个复系数 n ( n >0> 次多项式至少有 
一个复数根. 

证明鋅先假设 /( h 是实系数多项式，并设 n = 2 # m . m 为奇数. 

对/作归纳法./ = 0 时 •/» 为奇败 • 》然 / U ) 有一实根. 偁设 />1 ，定理对 
/一 1成立. 

由定理 4. 2. 3,存在 / O 0 的分裂域£,包含/(^)的所 有根： a , ，…，^. 

任取一实败/•并令 

fi , *= a , a , + r ( a , + a ,) (i < >#1 ^ i ，）•<”）• 

共 !! ll Y 12 '- 2 / ' m . Cm , 为奇 》> 个数 • 

作多项式 

雌 

deg > r (* r ) = 2M m ^ (<r> 的系数 是 a , . a ,.-. a . 的对称多項式，可用 < r , •“"•••, 
o - 的初等对你多项式来表示•而 a , , a : •…, a . 的初等对称多项式是 /( h 的系 
数 ， W 而是实数 . ttWd 也是实系数多项式.由归纳假设 ./ f ( T ) 至少有一复数 
根，即汰中至少有一个是复数.由于 r 是任意取的，可取任意多个不同的 r 值 
来构造凡，因而总可找到两个不同的 r ,, r , 和某对 》•,) 使 

+巧（仏+ 0> )都是 g 数，由此得化+〜与 0 沒，都 是复数 ，从而 ff . 
和〜 也是复数，这就证明了 /(* r > 的根中至少有一个是复数 • 

若 /(•*•) 不是实系败多项式，设 


令 


/(•r> ==a 0 j - 1 + … +«»■ + 

/ >(-r) = a 0 : r m +a,«r’ ■ + … +a^,x + a.. 


则 F ⑺ =/ ⑺ /，⑺是实系数方程，因而至少有一•复数根 0 ，即 /⑷ /, (a> = 


0,若 /(a)^0.»J /,(a)=0, 从而有 7iT^T=/(h=0, 所以 Z 是 /Gr) 的根. 
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综上，定理得证. □ 

我们总结一下代数基本定理的证明思路，有以下几个 要点： 

(1) 首先可把 问題简 化为对实系数多项式 /( h 证明有复数根. 

(2) 为对多项式 / Cr ) 的次数; I 作归纳法，将”表示为《 = 为奇数， 

变为对/作归纳法•当/=0时利用奇次多项式函数的连续性，必有实根. 

(3> 利用分裂域 E , 的存在性得到 / Cr > 在中的”个根，…, 

要证明其中必有复根. 

(4> 为使用归纳假设，要找到一个次数为为 奇数） 的多项式， 
这一步技巧性较高 ：令尾 = 01<1/ +以 0 ,+〜>,1•为取定的实数.构造多项式 

Wdeg 为奇 数). 

(5) 为对应用归纳假设，还需利用对称多项式性质证明是实 
系败多项式. 

(6〉由归纳捆设只能得到某个氏是复数，还霱利用实数域的无限性，取不 

同的 r 来 fi 复傲 U ),(5)( 例如做次)•必可找到两个 n ， O 和某 

对 *••«； •使讥 " ^ ( a . + a , > •成*，+ r : («. + «, > 部是好 ( T> 的® 数根， 
从而 A , 力是 /( h 的 g 数根. 

习題 4. 2 

1. 设 /(* r >6 / =!>] 在 F 上的分裂域为 £：,, deg / •⑴，证明 ( E , • F )< n ! 

2. 设 〆 < r > eFO ] 是 f •上的不可约多项式 
(/>(•!■>> •证明 p («)-0. 

3. 确定下列多项式在 Q 上的 分裂 域及其次数， 

(1) x' + l, 

(2) /一2? — 2?+4, 

<3) •^一 l，p 为索败. 

4. 求 /( x )=? + iez ,0] 在厶上的分裂域. 

5 - 设/(文>是域 F 上的不 SI 约多项式, c hF =0, 证明 / U ) 在其分裂域 E , 
上无重根. 

6 - 设 /(•*•) 是域 F 上的不珂约多项式, c hF = p ，证明/( I )在其分裂域£7 
上有敢根的充分必要条件是 /( h 可表示为 〆 的多项式. 



170 




4.3 有限域，有限儿何 

有限域在计算机科学、通信理论和组合理论等方面有很多应用，由于它的 
元素个数有限 ， w 而它的结构比较清楚，本节着重讨论它的结构. 

前面已提到元家个数有限的域称为有限域.而且给出了 一类有限域： 
(&, + ,• >.其中元家最少的域是（厶， + • • >，只有两个元索：0和 1. 运算规 
则是:0+1 =丨，1 + 1=0等，就是计算机的二进制运算.本节在此基础上讨论 
冇限域的结构，元家的性质和一咚与应用有关的革础.特别是近代密码学系统 
地用到有限域的知识•所以本节的重要性也就大大增加了. 


1. 有限域的构造及惟一性 


辟先讨论怎样将一个有限域构造出来，以便具体地研究它的性质.我们已 
经知道 •一个有限域 F 的特征必然是某个家数/>,即 chF=p,F 的家域为 
设厂对2,的扩张次数为 《:(Fi — 埘不碓得到 F 的元素个败为 

|F|=/.'. 

如何把这个域的所有元家部丧示出来呢？ 

一种方 法坫利用线件空间的元家*示方法.由于 F 是上的 n 堆线性 
空间•存在 -• m 基 “• ， W …€ F \ Z , ^ 

f’ = {a t ui +q« : + … + a.u, I a, 6 Z,i \ < i < n)}, 

由于每一个系数有 p 种选择，所以立即 SJ 见 F 的元家个数为 p*. 
>面我们利用分裂域的理论，绐出二种更为具体的衣示方法. 

考虑在多项式环 Z,0] 中任取一个”次不珂 约锌丨 多项式（荇项系数为I 
的多项式 + if ’+… +ti •，令 

E = Z ^ sV ( q ( x )) = {6 0 +心+…+6 -〆 1 | b t 6 Z f ) t 
则 E 是域，且 K 元索个数为 〆 •并由定理 4. 2. 1的证明过程知， E 包含 (/( d 的 
一个根 l 设 a 是 《/( x ) 的任意一个根，埘£：也可表示为 

£= {〜+心 + …+匕 ,a' 1 \ b . eZ ,) 

但是这样构造出来的〆阶域是否与 9 (*r) 的选择有关呢？我们先来看一个具 
体例子. 

例 4. 3•丨构造一个8阶的域. 

解 W 为8 = 2 3 ,则 /> = 2,^ = {0,1>取 
«7< j ) = l +? 6 

由于 g(0> 关 0， v (n 关0,故 qU) 在乙上不可约，所以厶上的扩域 
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E=2 2 [x]/( 9 (x)) 

={0 ， 1 ， >r ，1 +■!*•?"• 1 +X 7 .j+x 7 . 1 +x+j 2 } 

就是一个8阶有限域. 

然而，在一般情况下，这样的不可约多项式不止一个.例如例 4. 2. 2中 
•/■ Crbl + i + Ve 厶它的阶数也是 8. 

可以证明 

^[x]/(1+j + x s ) ^Z,[x]/(l+x*+ j s ), 

并对一般悄形也是对的. 

定理 4 . 3.1 任何两个元索个数相同的有限域是同构的，且都同构于多 
项式 /( x ) = 〆 一文在 Z , 上的分裂域 • 

证明设 F 是任一有限域，且丨 F |= 〆 ，考虑多项式/(1> = ^一0^ 
AO ] 在上的分裂域要证 F ^ E ,. 

首先来确定£：,的构造.由于 /( j ) = - l 关0 (mod fi )， 故 fU ) 在 E , 上 
无 R 根，可设 /( d 在&上有 〆 个不同的根为 : a 9 =0, o ,, a :, … , a/ 可 

表示为(仍•又 W 中的元隶也是 / U ) 的根 （2.5 节 
Euler 定理〉 ，所以 E , = U . I *•=■()，1，2 • ••• • 〆 一 1 } • | | 

另 一方面 ，我们来宥 f 中的元家与 /( w 的关系.*|6^\若“=0,则 a 然是 
/(4的根.若《关0•由于“是乘辟广的元家，故一 1,所以“也是 /( j ) 
的根，因而 f 中元素舴 M / O 0 的根，即 f ££：, 且 | F | = |£： ，丨，故 F ^ E f . 

所以任何 一个， 阶的有限域均 闢构于 /(_ r >«=_ r ， 一 I 在&上的分 
裂域 • □ 

定理 4. 3. 1说明了可任取一个 Z , 上的”次不可约多项式来构造 〆 阶有 
限域. 我们把 〆 阶有限 域记作 GF ( 〆 ） 或 f > ，称为 Galois 域 (Galois field ). 并 
立即可得以下 推论. 

⑴ （; F ( 〆 ） 三£,兰 2 ,(>]/<广< 1 )),其中 p (_ r ) 为 Z , 上任一 ”次不可约 
多项式,/(•!■)= 〆 一 I 并由 4. 2节扩域的构造，得 

( GF ( p ') * Z ,) = «. (4. 3.1) 

式 （4. 3. 1) 也可直接从 Gf ( 〆 〉 是 Z , 上的线性空间的性质得到. 

( 2 ) 有限域 GF ( 〆 〉 是由多项式/( 1 )=/一 16 乙[>：)在其分裂域上的 
全部根组成. 

我们用不同的”次不可约多项式所生成的有限域是同构的.但在讨论有 
限域中元素的运算时，必须认定一个生成多項式.例如我们选定 = l + 
x 2 + x 3 作为生成多项式，則 




其中同余类上的横道省略了.它的元索 SI 写成二进制形式为 

GF (8) = {000,001,010,011,100,101,110,111}, 

每个元家对应一个8进制数，对应多项式的系数.元索之间的加法为按位模2 
加法，对应两个多项式相加.而乘法是模的乘法.例如，（101> • (111) 对 
应的多项式乘法是 ( j ^ + IKj 2 十 mod ( i *+ x 2 十 

1,所以 （101) • (111)=001 •可直接用二进制数进行计算 ，（101) • (111) = 
11011 •然后将*7(1〉也用2进制败表示为，1101,冉对乘积进行棋 （1101) 的运 
算：11011 mod (1101) = 001 .所得结果与用多项式乘法的结果相同.如果用 
= 作为生成多项式 , GF (8) 的表达形式不变，但乘法结果不 

同，例如这时（ 101 〉 • (111) = 11011 mod (10 J 1) = 110. 

所以，要对的元家进行运算时•必须给出 2,0]/( 9 U >) 中的典体 
的生成多项式 V ( h . 

由于计算机科学和信息科学中的信息 部是用 2进制数来农示，所以有限 
域理论在计算机科学和信息科学中很有用处. 

2. 有限域的元索的性质 

的非零元的集合 fi — 个乘聍 有以 T 性质. 

定理 4.3.2 •是一个 〆 一 1阶拥 环群. 

此定理是定理 3. 5. 3的一个特殊情况. 

特别是有 （ Z; • • 

GF(〆 ） •的生成元又叫本颞元. 

定义 4.3. 1 

⑴ 乘群 GF(〆 广中 〆 一 1 阶的元素 0 称为域的 /i 次本原元 
(primitive elemem ). GF(〆 ） 的本原元在2,上的 fl 小多项式称为上的 n 

次本原多项式. 

(2) 若(》是方程，一 1=0的根•但不是任何分一 1=0 ( A < r > 的根，则称 
a 给 r 次本潭里位根 （primitive root of 1) 或单位犀根. 

注意本原元与本原单位根两个概念的区别.此处的本原多项式与 3. 6节 
中的本原多项式意义不同. 

由以上定义可以看出，上的本原元就是乘群•的生成元 • 
也是，一 1次本原单位根，可以通过本原元把表示得更简单一些. 

若 a 是的一个本原元•則 Gf *( 〆 ） 又可表示为 
GfV^Z/c^—OwaV.. ， 〆 1 }. 




这种表示方法的优点是简单，但作加法时规律性不强.这样一来，有限域 
有好几种表示方法，归纳 如下： 

GF (/ >•> 兰为 Z , 上任一 n 次不可约多项式. 

兰 £,(“>,« 为 pU ) 的一个根 
兰£,(/(■!•>= 〆 一: r 在上的分 裂域） 

兰{0, 0 ,,的，."，叹_ | }(/(1>=0：，'一_1*在£,中的全 体根） 

兰为 GF ( 〆 〉 中的 n 次本原元. 

关于 Z , 上的本原多项式与不可约多项式的关系，显然有 n 次本原多项式 
是不可约的•但反之，并非任何一个 n 次不可约多项式都是本厣多项式（参宥 
习牲 4.3.7). 

那么如何判断一个 n 次不可约多项式是否是本原多项式呢？我们来看一 
个例子. 

例 4 . 3.2 下面来看一个 AES 密码稣准中的例子 • 

在 AES 的计算过 ff 中用到256阶的有限域 GF (2 M , 所用的生成多项式 
为不可约多项式 m ( i >=?+?+?+ > r + ie 4[ < zJ . 

(1) 证明它 不可约，但不是本多项式. 

(2> 设= + 厶 [ x ]， i £ 明它是本原多项式. 

证明（1> GF (2 M 可表示为以下的形式： 

GF (2*) = Z t [ x ]/( x $ +:. +: J + j +1) 

— { flrJ 7 + a * x * + a s j $ + a « j * + a ,+ a ,- r * + a , x + a 0 U ,6 Z *}. 
由于 a : mod 是 mb 〉 的一个根，我们只要 考察？ mod m (_ r > 

(1<々<255>,如果 j 的乘法阶小于255, Wj - 不是本厣元，因而 /«(*!•> 不是本 
«•: 多项式.由于 255 = 3 X 5 X 17, 只需 检翰 〆 mod m ( x ) = l ( r =15.17.51,85) 
是否成立.通过计箅得 

I s 1 = m ( x ) ( jHJ.W.M.X.M.H.aO.r.H.U.M.M.H.U.IT.U.H.H.IO.T.t.t.I.O) )+1 

=1 mod m ( x ) • 

其中记 ^ I "+，+/ + •••• 所以 a ： 的乘法阶为 51, 非本嵌元，因而 

不是本原多项式. 

(2) 设 〆 x >=?+ x *+ x 3 +? + iez , o ], 我们来证明它是本庳多项 
式.用它来生成有限域，得 

GF (2，） 二 Z ? [ x ]/( x s + x 4 + x , + x , + l ) 

= {a,jr' i - a i x i -\- a A x ' -f-ajX 3 ^ a T x z - ha,jr + a 0 I a, 6 Z z K 

通过计算 ， mod / n ( x > = l ( r =15,17,51,85> 均不成立，所以 _ r 的乘法阶为 
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255,是本原元, m(_r) 是本原多项式. 

用本原多项式来生成有限域 SI 使某些计算简化.例如求元素的逆. 

在上例中，用本原多项式〆 x )=?+/ 厶 O] 来生成有限 
域•得 

GFC2*) = Z,[x]/(x' + x* + j * + + 1 ) , 

•r 是本原元，所以 GF(2 8 〉 的全部非芩元家可表示为分（1<*<255> mod r/i 
U), 因而它们的逆为：《^-*(1<4<255> mod mix). 

对于由非本原多项式生成的 有限域 ，也珂找一个本原元来简 化计算.例如 
上例，在 0/^2*>=厶0_1/(^+^+/+1+1>中可找到/ + 1 是一个本原 
元.因而 GF(2 a > 的全部作零元家可表示为 (W + irmod m(*r>,l<n<255, 于 
是对应的逆元为 （jr* + U m -mod m(x).l<«<255. 

练习杜：证明 ^ + 1是 GF (2 M = 厶 0]/(?+^+^+1+1>中的一个 
本原元. 

3. Z,[x] 中多项式的根 

下面我们讨论 2,0] 中多项式的根的性质. 辟先我 们讨论 2,0] 中不可 
约多项式的根的 性质. 舫面已经提到过•有 限域 40]/(/»(1))包含多项式 
/>(■!•> 的一个根足否包含 p ( x ) 的其他根呢？如果包含，如 M 
表示？ 下面的定理鱿是间答这个问 《. 

定理 4 . 3.3 设 />( x)6Z,[x]M Z p 上的一个《次不可约多项式，《是 
々(•r) 在其分裂域心上的一个根，則 pU> 在^ 上的全部根为《,〆，…，14, \ 

证明 设 0(4：>=<1 0 +«1|文+ …有 
p ( u)=Ot 〆 “ 〆 ）=«!•十 … 

=*p(“>，_ =0, 

故 i /“ = 0, 丨，2,…，”一 1) 部是 〆 _ r > 的根. 

下面证这”个根不同，用反证法.假设存在/ ，则 〆 一 

« 〆=(“，• * 一“〆 =0, 得〆 ”一 “一0, 即“也是多项式/ «( x > = : c，. -, -i(0< 
*一）0>的根，因而 Z,(“）GGF(〆，) 且 ，•一 /<”•这与 Z A ( tt )^Z,[x]/ 
矛盾. □ 

根据定理4.3.3可把/>(4的全部根表示出来.由于2,|>]/(/»(00)包含 

的一个根：“ =1 + (/»(1>),因而 /»(* r > 的所有 根为： u , 〆， …，〆 ' 可得 
也足 多项式 />(_ r ) 的分裂域£，• 

例如•多项式 />(^)=?+: + 1€ 么 [ x ] 在6尸(2 3 >=厶0]/(/+: + 1) 



={ O . T . j , 1+ x . j f , 14- i 2 . jr - f - j * . l + j + x ^ } 中的全部根为： x * x 2 * x 4 — 
； P ^ .通过计算 ，珂 以验证 i 是一个本原元，因而 GfXP ) 可表示为 
GF(8)^Z 2 U)^{d,x,y.- t P = U. 

全部本原元为 • P ，* r 4 •本厣元的个数为 〆〆 一1>. 

可 以证明 ， A 上; I 次本原多项式的根全是 GF (，> 中的 n 次本原元，反 
之 . GF ( 〆 ） 中的；》次本原元必是上某个 n 次丰原多项式的根（留作习题）. 
下面讨论有限域的子域结构. 

4. 有限域 的子域 


定理 4.3.4 的全部子 域为: 其中 m | n , 因而 GF < 〆 ） 的 

全子域可 通过分 解《而得到. 

证明设 K 是 GF ( p 。 的子域，则 GF ( p ” 是 K 上的线性空间，设此线性 
空间的维数为 r •则有 |/CK = 〆，* 于/>为家数，故必有 |/C|=p _ 和，所 
以 K - GF ( p -). m | n . 

W —方曲，对于 n 的任一因子 

c/|”=>(〆 一 l)|(p-_l)=>( > r y - | -l)|(>r ， .- , -l>, 

所以 GF (，> CGF < 〆 ）. 

所以对于 ”的任 一因子 GF ( 〆 ） 的全 
部子域可通过分解 n 而得到. □ 

例 4. 3. 3求 GF (5 U > 的全部子域. 

解由于12的全部 W 子有1,2,3,4,6,故0；/ ; '(5 | *>的全部子域有 
GF (5). GF (5 2 ), GFC 5 1 ). GF (5'). GF (5 < ), GF (5 a ). 

它们构成一个偏序集，可表示如图 4.4. 

嵌后 ，我们还要补充有限域的其他若千性质. 

5. 有限域的自 同构鮮 

在 GF ( 〆 ） 中 映射： 

f . 1 u — i / ，对仔意 



(i = 0,1，•• 

都是 GF(〆〉！： 的 A 同构， a 
Aui GF ( p m ) = {( p , 
是一个循环群. 


e GF ( p m ) 
- 1 ) 


m 


9 - - 


— */(» = 0丄2 ,… ，n — 1>} 




所以 P .是单射•而有限集合上的单射必为双射.又 

於 （“，+ “ 2 > =(M, + U Z ) P， = uf + u( = tp,(u, )-htp,(Uj), 

f.(u t u t ) = (UiU 2 ) P， — Ilf u( = 95, (m, )<p,(u 2 ) t 
所以 9> •是 GF(〆） 上的自同构. 

反之，设 (7 是上的任一自同构，设 a 是匸^*(〆）的一个本原元 , 0 
的 最小多 项式为 1 +…由定理 4. 3. 3, m ( j 〉 的 
全部根为所以 a(a) 也是财（1>的 
—个根 • BP 有某个I使(?(<»)=〆，故 a = tp ,. 

综上，得 Aut GF( p m ) = {< p ,\< p ,{ u ) : = u f， ,* = 0,1,...,”一1}. 

再证 Aut 是循环群 ，g 然有 f . = ( 沪 V. 

所以 Aut GF(〆 卜<的> ={於|,=0,1,… ，”一1} 会 Z_. □ 

6. 有限域上的元素和多项式的性质 


(1) GF ( 〆 ） 中每一个元素郎是 p 次幕•也都是 p 次方根. 

此性质的证明留作习 題. 

<2) GF ( 〆 ） 中本 «( 元的数0为•这里炉是 Eu | er 珀败. 

这是因为本》元0的乘法阶为 〆 ( o )«/»-- l . GF ( p ')' =< a > 是 〆 一1 
阶循环群•由循环群的性质知，它的生成元的个败为• —1>,也就是本肼元 
的 个数. 

(3> 上”次本原多项式的个败为/ 〆”)-#〆 一 1>/„. 

这是 W 为本原多项式的根都是本原元，不同的多项式没有相同的根，而每 
个本原多项式有《个不同的根. 

(4) GF ( 〆 〉 由所有 m ( m | n > 次不可约多项式的根组成. 

这是因为对任何 m ( m | n ) 次不坷约多项式，它的根部在中，由有 
限域的子域的性质知 , GF (/ T >< GF ( 〆 ） •所以所冇 m ( m | n ) 次 不可约 多项式 
的根柿在 GF ( 〆 〉 中•反之 ， Gf ( 〆 ） 中任何元索 fl ，若它的最小多项式的次数 
M ▲和 7， ( 《>=0；^ ( ;>*><0/ : ' ( ;0,由有限域的子域的性 

质知，综上，结论成立.由此结论可得 


P a = 

进一步利用 Mobius 反变换（见习題4.3,7)得到以7结果： 
(5) 2 T , 上”次首1不可约多项式的个数为 
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其中 〆 幻为整数集上的 Mobius 函数①，证明留作习韪 4.3,8. 

为了熟悉有限域，我们来计算有限域上的线性群的阶. 

例 4.3.4 设 f •是有限域.且 | F |= 9 , 证明 

① | GL .( F ) | = — 1 )• 

② ISL . CF )^^"- 1 〉 W ;“(?" _疒 * > . 

9 一 1 

证明① 求所有 n 阶可逆矩阵的个数.我们把可逆矩阵的每一行看作向 
量，则珂逆矩阵的; * 个行向緻是线性无关的.直接计算线性无关向 a 的个数, 
第1行不能为0向皺，所以共有 矿一丨 种选择：第丨行向霣 a , —旦选定后，第 
2行向不能与 a , 线性相关，即故共有 9 •一9种选择；第 
1、2行向1一旦选定后，第3行向置《,6{4,«+6<»11,4:€尸>,故共有矿一 〆 
种选择；…….所以公式成立. 

②求所有行列式等于1的 n 阶可逆矩阵的个数.只要作一个 GKF ) 到 
的同态躭 SJ 证明，请读者 ft 己完成. 

7. 有限几何 


(1) 仿射平面上的直线 

作为有限域的一个应用•下面介纽有限几何的《念. 

定义 4 .3.2设 F 是有限域，仿射竽面由下列两个集合纽成， 

① 点集 P ^ Ua . fi ) la . fieF} t 

② ft 线集 不全为 0}. 

不难证明仿射平由 AP ( F ) ft 有 终通欧 几里得 f 面的 性质： 

① 过两个不同的点只能作一条 S 线. 

② 过一貪线/外的点 P 只能作一条 直线 〆 与/不相交. 

由于 AP ( F > 是定义在有限域上，因而 P 与厂郎是有 限集合，且有以下计 
数 定理. 

定理 4.3.5 设 F 是有限域旦 | F |= nMP ( F ) 是 F 上的仿射平面，则有 

① | P |= n », 

② |L| =”* + /!， 

③ 每条直线恰通过 n 个点， 


① Mob , us 由数定 义为，« »= O ;* … * 
1.当 ”*=1. 

^ 0 .有某个 r ,>\, 

卜 1V … ■ r ， =… =r. =* 1. 




④每个点恰在 ”十1 条貞线上. 

有限域理沦在组合设计中有很好的应用. 

(2) 离散_園曲线 

有一种密码系统是利用离敗椭闽曲线进行编码的.那么什么是椭岡曲线 
呢？我们先从实平面上的橢圆曲线说起•设 a , 6为实数，实平面上的曲线方程 
_/=乂+似+6的用形是以 a ■轴为对称轴的曲线，称为橘圓曲线 (elliptic curve ). 
根据判别式4=切 3 +276*的三种情况 d >0,4 = 0 和厶 <0•椭岡曲线有三种类 
型.例如，方程尸=分一^,厶=—4<0,曲线由两部分组成,在左半平面是一个类 
似于椭脚的一条封闭曲线，而右半乎面是-条不封闭的趋向无穷的曲线. 

类似，我们可以在有限; I 何中研究桷闽曲线，它的定义如 T . 

定义 4.3.3 设 p > 3 为窮数，有限域 F = GF ( p ) = Z ” a，beF K 4 a 1 + 
276^0 (mod /0,則满足同余式 

y * s j * + or + 6 (mod p ) 

的点(^,>>€/\户（/^的集合 E 称为 F 上的离散櫞圆曲钱 （discrete elliptic 
curve ). 并假定£中有一个特殊点 O .在£：中定义加法 ㊉ 如 下：设尸 =(. r ,, 

3»1 ).Q*=(x, *>»,), W 

:一. 

" 如 p 乒 (？， 

其中 — J *| 

定义 P © O = r >0 P - P . VP 6 E . 

上面式子中的运箅均为 mod p 的运算. 

可以证明 （£：, ㊉ ) 是可换鮮.元家 （ j ,_ y ) 的逆元为 （ j ,- 〆 . 此性质的证明 
作为练习题. 

例 4.3. 5设£:是？"上由方程 y 妄 x *+ j * + 6 (mod 11 >决定的椭圆曲 
线•计算此拥岡曲线上的所有的点. 

宵先•我们来确定£有娜些点.给定一个•令 * = ^+^- + 6 mod 
II •考虑二次同余方程 (mod 11) 的求解 问題. 由定理 2. 10. 2( E U lei •准 
则》， BJ 判断 z 是否是平方剩余.如是的话用第2 迗中 的公式 ：如果 z 是模 
P 的平方 綢余且 /> = 3 mod 4.WJaeZ； 的平方根为土 mod 由此计 
算=的平•方根为 . 

士， mm (mod n) = 士 * * (fno d 11). 

逐点计算， ST 得到£:有13个点.所得的结果列于表 4. 1. 



典敗椭岡曲线可应用于 Menercs - V a hslone 公钥密码系统. 

讨论 题：设 £是2„上的_阕曲线 y = x»-f j - f-1 (mod 23). 计算 E 的全 
邢元家或邱分元家 .设尸 =(3,10),(3»(9,7>,计算 P 0 Q . 

(3) 离教对教 

各种形式的同余方程在密码学中有很多应用，对于指数是未知数的同余 
方程•躭是 所谓离 败对数 （discrete logarithm ) 问题： 

定义 4.3.4 设 p 〉3 为家数是一个本原元 jeZi ，求粮数 h 

0 < j < p -2 满足 

o * s ^ (mod p ). 

x 存在且惟一的.称为/?的以 o 为底的离散对数.并记作 j = logoff . 

PT 先我们者一下离敗对数的存在惟一性.这是因为&是一个本顷元， 
它是 < Z ; , • )的生成元•所以 V /96 Z ; 均有使 〆 s^(mod p ) •若有 
-*■« • J '? € Z , I •削由 〆 ‘ = a /j < mod p )% a 1 ' ** * 1 ( mod * 因而 j ,= 
^<mod 在 [()•/> —2] 范围内是惟一确定的. 

我们更关心的是如何计算珣散对数•由于是在有限域上计算离散对数，自 
然会想到把所有的幕 〆 ，0< x < p —2都计算出来，从而找出/?所对应的 x . 

例 4.3.6 如果；> = 7 ，厶 、中本原元有3与4,设《 = 3,沒=6,求 log 3 6 . 我们 
计算出表 4. 2. 
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所以 log 3 6=3. 

以上这种方法是枚举法.下面的算法是由 Shank 提出的所谓“时间记忆 
非换位” (limememory 丨 rade~off) 算法，对枚举法作了改进. 

离散对数问題的香客 （ Sh « mk > 算法：给定芦€ 2,•，求 x = log ^. 
设 m=r Vp —\ 1. 

① 计算所有的 cr " 9 mod — 1 ( 

② 将 m 个元素对 (jm- mod />>按第二个坐标排序，得到表 4.3, 

③ 计算所有的朱」 mod 1» 

④ 将 m 个元家对“，烽^ mod /»>按第二个坐标推序，得到 *4. 4» 

⑤ 找出第二个坐标相同的两个元家对 ( h / ei 和 

⑥ W 1 】 得到 ■ r a = log ^» m < / + / mod ( p —1). 


褒 4.3 L , •褒 褒 4.4 h •表 


BES 

D 

n 

m 

mbbbbs 

n 

n 

B 


a 

a 

_ 

HCSC^DCSQ 

n 

a 

E 


不难证明此算法的正确性 （ A 己先证明•再看 T 面的证 明）： 

设表 4. 3中的第 > 个元素对 0 , a ，mod 与表 4. 4中的第 《• 个元素对 (*•, 
扣. mod 的第二个分 &相等 •则得 a，mod p 二扣 mod p , 因而存 = a 〜 + * 
mod />，所以得 j - = log ^9=/ n >+* mod (/»—!). 

例中 ，p = 7， a =3, 沒 =6, 求 log ,6. 计算別=「、尽>=3,可得表4.3和表4.4. 
比较两表后•得 j = log ,6 = m > + * = 3 X 1+0 = 3. 

当/>较大时香客算法可节酋工作敏.这是因为两个表共需 2 m 〜 
2 v / Fnr 个求幂的计算•而枚举法霱户个求幕的计算. 

嫌习顳:设/ »=23,求 log ,22. 

还有一些其他的离败对数算法•不在此罗列了. 

习题 4.3 


1. 证明 

( 1 ) (f> : Z,) = « } 
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4.4 单位根，分国问题 


(2) 对任何 有 Z ,)\ n . 

2. 构造125个元索和64个元索的域，并用阁形分别表示这两个域的所 
有子域. 

3. 设/»为家数，证明 

(p —1) ! = — 1 (mod p ). 

4. 求多项式/(1>=/ + 2^+1€厶(>]在它的分裂域中的所有根. 

5. 求£=厶|>]/(/ + 1)中的所有本顷元. 

6. 设 9(* r 〉 是 Z , 上的 n 次不可约肖1多项式，則 9 (* r ) 是 Z , 上的次本 
原多项式的充分必要条件是 1 — 1,但 (/ CrVfx • — l , Vm < p - — l . 

7. 设/ 〆 《>为上 n 次不珂约首1多项式的个数， 

(1) 证明 〆 = 

(2) 由下列的 Mobius 反变换公式： 

若有 /(«>■ _有度⑻麵 ^>00/( 外 

证明求/ 〆 《)的公式. 

8. 求厶上所冇4次不可约疗1多项式的个数和4次本味多项式的个 
数，并一一列书出来.并说明如何判断一个《次不珂约辟丨多项式是否是《次 
本 K (多项式. 

9. 证明 C ； F ( p ” 中每个元素部是； •次幕 .也趄 p 次方根. 

10. 证明 40] 中全郎/1次不可约多项式和; I 次本联多项式可通过分解 
多項式 

fU) » ? a* 

得到. 

4.4 单位根，分圆问題 

本节我们讨论复数域 L 单位根和单位原根 的概念 ，进一步解决分圆问独. 

I . 单位根 

若复数$满足方程 I •一 1=0•则称$为一个”次单位根.若$满足 夕一1 
= 0但不满 足任何 分一 1 = 0 ( A < n ), 則称 S 是 n 次单位原根.在复数域上全 
体/!次单位根的集合为 


U ‘ =^|0<*< n }. 
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«次单位原根的集合为 

{ o * = 1 1 < 々 < ，1 且 （々•/!> = 1 } ， 

次单位原根的数目为 9>( W . 

虽然在槪念上 复数域 上的单位根与单位原根与有限域上相应的槪念相 
同.但复数域是无限域. 

由于分阀问题等价于在复平面上/!次单位原根是否可作出的问题.下面 
我们利用单位根的性质进一步解决 分阕问 

2 . 分圆问题 

定义 4.4. 丨 设 o ; 足复数域上的一个《次笮位原根，則 oi 在 Q 上的最小 
多项式称为/!次分圆多项式，记作 < P . U ). 

例 4. 4. 1 由于2次咿位根为1•一丨，其中一丨是2次单位原根，所 

以少 :（ jO =* r + i . 

3次吶位雎根为叫.,=二.故得 ^,( j -)- x j 4- x +1. 

4次印.位始根为厶=/中（（々.4> = 1>-/.•，所 以* ‘， 

+ 1 . 

一 般来说 •少, 山《惟一碥定.付以通过两种方法来确定 ，一是 山单位 
盼根来确定，另一种方 法是通 过分解 j ••一 1及以卜定押来确定. 

定理 4. 4.1 设⑴是 ” 次挺中位职根 ，若 〆 一丨 在 Q 上可分解为 
j.-l = P,(x)P,U)-P.(s), 

其中 PM (i = l ，2，" y ) eZ [>] 是 Q 上的不可约首1多项式.若有某个 
P “* r > 使 P 4 ( o )=0 .«ij P * Cr > 就是《的最小多項式 •即少 ,(1>-巧(1>. 

此定理卜分 W 然，利用 CO ] 中多项式分解的惟•件及不珂约多项式的件 
质，知必（ X 〉是惟-确定的. 

由原根确定也 （■!■> 涉及分阕多项式的下列性质. 

定理 4. 4. 2 n 次分圆多项式少 ■(•!•> 的全部根恰为全体 n 次发单位 
原根. 

证明分以下两步证明. 

(1) t 先证明众(^)的根都 Mn 次复单位原根. 

由定理 4. 4. 1知 ^ Cr ) |* r •一 1,故屯(1)的根都是《次单位根.设 w 是一 
个”次单位原根4是 《^ Cr ) 的根但不是申位原根，由于全体„次单位根构成 
—个《阶循环群，可得$在乘群中的阶 t /= O (0<7 l 且</|/1.即$是3次单位原 
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根，因而 < M * r ) 与/ -1 有公共根，但少 .（ oO 不可约，故 < M ： r >| / —1,得 = 
1 ， d < w , 与 o ; 是 w 次原根矛盾. 

所以的根都是次单位原根. 

(2) 其次证明所有 n 次单位原根部是 A (_ r > 的根. 

设 fl 是不同的另一个 n («〉2>次复单位原根，巧设《> = 0/，且（々，《) 

=1. 

要证 o 也是少 ,(•!■> 的根，只需证明对任意不能整除 n 的素数 p , u / 也是 
0,(* r 〉 的根（为什 么？) . 

反证法 .令 j --- l -^.( x )0< x ). ^( x )6 Z [ x ], 

设 u / 不是 0_(> r > 的根 ， W o / 必是 〆 z ) 的根 ，BP 0 UM = O , 因而是 
0( 〆 ）的根，故得 《 I »,(* r ) 令 

0(_ r ，）= < t > Ax ) GU ), GU ) e zo ], 

作 ZO ] 到 2,0] 的网态 ( p 为任意索数>: 

nf(r) = 2 a - T， 

这电 id < i < 的网余类: + 

于是有 

( i ) 0( i-O = 0.( t ) G ( j ). 

( ii ) j - —1 = ^.( j )^( x ). 

由 （ i ) 得由于 Z ,|>] 是惟一分解 粮环， 
巾 •（•》*> 的任何不可约因子均 Mj (_ r ) 的 W 子 ， W 而与屯 （_ r > 办非乎凡公因 
式 9(* r )< d e gV _ r >> l >, 冉由 （ ii > •得 •— T > •于是多项式 

1在 K 分裂域上科中:根•与 ( i >> = (_ r •—了 . n / *> = 了矛盾. 

综上，定理得证. □ 

该定理证明的第二部分比较复杂，其主要技巧是将多项式 j ••一 1 €Z [ a *] 
同态到 AO ] 中去，利用 40] 中多项式有性质 J (?) = (7< JK 得到，一丁 
夯甩根，从而矛盾. 

从定理 4. 4. 2 可见，复数域上的 n 次单位原根所满足的 Z [ X ]中的不可约 
多项式只有 •个 分岡多项式屯 （_ r >. 而在 AO ] 上的多项式的单位根问题有 
很人的不同 . GF ( p -> 上的”次本原元是多项式的单位原根，所有这 
些 W 次本原元并不满足惟一的一个不可约多项式，而分别满足若干个 n 次不 
耵约多项式（本原多项式). 

确定分脚多 项式少 •&) 可通过在 ZO ] 中分解多项式/- I 而得到.并可 
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第 4 幸域 论 


由下面的定理先确定 deg (P.Cx). 

由定理 4.4. 2,立即可得 deg ，因而有以下定理. 

定理 4.4.3 设 o ； 是任一 n 次复单位原根•則 （ Q(oO « d) = <p(ft). 
由定珲 4. 4. 3和可构造数基本定琿（定理 4. 1.5) 可进一步研究分阀 
问題. 

定理 4. 4. 4正 ”边形 SJ 作出的充分必要条件是 n = p,， 

其中 f 为非负螫数， />. U = l ，2 •…， s > 为不同的 Fermat 素数. 

证明我们只证此定理的必要性. 

设 w 的索因子分解式为 p ? … 〆 •，由于 


—>=”(1 一 +)(1 一士) -( 1 -士) 


= 2* - 1>… 〆 •_■(/»• -1), 

又由正《边形可作出即 n 次复单位原根可作出的必要条件（由珂构造数*本 
定遵） ，得 


W 而得 
故有 


(Q(a；) « Q) =* •pin) - 2 K , 

y. = 1 . — 1 = 2 K * (*= 1，2广％多>， 


出 T 证明充分性 X 要域的 Galois 理沦，因此，我们暂且奴此止步. 


关于 Fermat 素数与 有关情 况我们补充如 T . 

Fermat (费 尔马 ，1600—1665), 法 W 数学家•他»想彤如 

F. = 2^ + 1, n^O 

的粮数珐素数.我们称这样的索数为 Fermal 数 . 但他只验证了 ^ = 0.1,2, 
3,4时都是对的，如衣 4. 5所示.1732年 Euler (欧拉）证明了 641 | f s , 从而否 
定了 Fermat 的这个猜想.而且至今也未发现新的 Fermat 索数.于是自然人 
们想到，当时不存在 Fermat 素数 • 但至今还未证明这一点. 

裹 4 .S F _ t 索数 


n 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

F - = 2*" + l 

3 

5 

17 

257 

65537 

4294967297 = 641 X 6700417 


因此，对圆周作7,丨丨，13,…等分是不可能的. 

关于 Ferma . 锛想，我们离开主題来说一点儿 趣亊 . Fermat 一生作出过好 
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儿个猜想，其中有一个猜想为： 

方程 x -+ y =*- 

对 n>2 无正整数解.此猜想称为 Fermat 大定理或 Fermal M 后定理.当初 
Fermat 曾在一本书的边页空白处写 道：“ ……这是不可能的•关于此，我确信 
已发现一种奇妙的证法，可惜这里的空白太小，写不下于是，一是 Fermat 
的证法成了千古之谜，许多人像探宝一样企图找到 Fermat 的证法》 二 是许多 
人花费了很多粞力甚至毕生梢力来还明此 猜想. 

20世纪初，有一个德《工业家遗 W 10万马克 （当时 约等于200万 美元） 
奖励財界上第一个证明 Fermat 大定埋的人. 事 悄到了 20世纪末终于有了结 
果，美 W 数学家 A . J . Wiles 于1994 年证 明了此済想.并于1997年在德国饼庭 
根大学 领取了此奖金.他的成功使一些人感到高兴，也使一些人感到懊丧 
为一哗箕名数学猜想的研究大大推动了数学的发展，有人把数学猜想比作会 
下金蛋的母鸡，研究这些淸想会产生许多数学成果. 

习题 4.4 

1. 写出5次和6次分圆多项式私和扒 （ oO . 

2. 证明 

■T--1 = I J^Cx). 

3. 证明正85边形可作出. 

4. 如何作出一个正五边形？ 

第4章小结 


1 . 域的特征 与鸞域 

(1) 有两种悄况：当， （1> = P ( 素数） 时，，素域=(2,, + , • h 当 
0 ( l > = oo 时 • chF =0 .素域= ((?，+ •• >• 

(2〉当 chF =/> 时， f * 可以是有限域.也可以是无限域.有以下运算规律可 
以简化运算：① VaGF 有 / > a =0 •② •有 ma — na<^m = n ( mod p ), 

③ VaAeF 有 ( a +6 K *= fl ，*+ 〆 . ④ 当 p\n 时有 〆 1 三 1 (mod p ). 

2 . 域的扩张的类型 

CD 有限扩张与无限扩张.扩张次数 （ E : /^=线性空间 £( F > 的维数.扩 
张次数满足 ：①霣 远镜公式：设 E 彡 AOF , 則 （E « F ) = (E * K)(K « F ). 




② （ F (“> : F )= m .( F (6) 1 F ) = n =>( F ( aJ }) ! F >< 则.且当 （ m ， w > = 1 时等 
式成立. 

(2) 代数扩张与超越扩张.代数扩张上的代数扩张仍是代数扩张. 

(3) 有限扩张与代数扩张 . e | f 是有限扩张 => E | F 是代数扩张 • 

(4) 有限扩张 ft 单扩张.在 F 上添加有限个代数元 01 ,奶， ••••《, 得到的域 

K - F ( a , 吻，…,**.)是 F 上的单扩张，即存在芦 € K 使 K = F ( a ,, a ,,-. a .) = 
F (炉.轉 F ( fl , 幻表示为 F ( c > 的方法：方法①取 + + 与6，是 

a 和6的其他共轭根 | 方法② r=fl + r6 使 （ F ( f > : F ) = ( F ( a , b ) « F ). 

3. 单扩张的结构 

设 

< Oo + a|M + … = •当 M 是 n 次代数元且 

F ( u ) = J u 的 tt 小多項式是 m ( j ).( F ( ii ) « F )= n . 

尹 o |, 当“是 超越元且 ( F (“ ）• F )- oo . 

4. 扩域的构遗及性质 

(1) 如果我们已知域 （ F , + , • >, C 构造一个扩域 K f«(K « F >_ n , WiJ 只 
潘在 FO ] 中找一个”次不可约1多项式 p ( x ). W«J 

K * 5 F [ x ]/( p ( x )) = { a 0 + aix + ••• I j "" 1 | a , 6 F } 

= { a 0 +aix + ••• 4 - 1 I a , 6 FJ * 

而且 fC 还包含 pu ) 的一个根并有 K = F ( x ). 

(2) 不同的 n 次不可 约多项式构造出的扩域是同构的. 

(3) 添加同一个不可约多项式的两个根的单扩张是同构的.对 F 上的一 
个不可约多项式 /( h 的两个根《和!；,存在一个 F («> 到 F ( x ;> 的同构 r 满足： 
r ( w ) = v 和 rlr = l . 

5. 有限域的表示方法 

对于有限域 ，（/=>: Z ,> = /», p (_ r ) 为 Z ,[>] 中一个 n 次不可约多项式.则 

F$r ==^ # [^]/(/»(^)) = { 0 0 + 0 | J +*-+ a--i J * ' la . 6 }= Z a ( j ) 

= 的分裂域， / K * r ) 的所有根为…, 〆 、 > 


=£^(9(1〉=^-1的分裂域> 

= H 0} LHiU =0, 丨 ••"， 〆 一 2, 0 为《 次本原元}. 

6 . 有限域的子域与自同构 

( 1 ) GF(p m )^GF(p m )^>m\n. 

(2) Aui(fV )= | 炉 “ •*’=0 ， 1 广 . ， /1 一 1}2( 乙 ，+ >. 

7. 有限域的元索 

U ) / V 中的任一元索都是 p 次幕和；•次方 m . 

(2> 屮某个 m ( m | n > 次不可约多项式的根.由此结论 

可得 

p m = y]/w/,(wi). 

(3) 中的” 次本肤 = 

8 . A [ x ] 中多项式的性质 

(1> ”次本 W 元多项式的个数为= 一 1). 

(2> ” 次不珂约多项式的个数为 /,( n ) = 

n -i- 

若干结果见表 4.6. 


裹 4.6 不珂约多項式与本摩多項式的个數 


第 5 章方程根式求解问题简介 


在第丨章中，我们提出了历史上若干数学问题 :脚规 直尺作图问题，代数 
方程根式求解问 越等. 其中圆规直尺作图问題在学习了群、环、域的基本知识 
后已得到了解决.而代数方程根式求解问 e 我们还没有涉及，本 章我们 简要介 
绍这个 问題是 如何解决的. 

所谓代数方程根式求解问®，就是一个次代数方程的根是否珂用它 
的系数经过有限次四則运算和开方表示出来？对一次、二次代败方程可以做 

到，例如方程 a ^+ bx - hc =0 的解 为工, 

对三次.四次代败方程也珂做到•可査任何一本数学手册.用初等代数的 
方法证明三次、四次代教方 ft 可根式求解•在16世 纪初耽 已得到.但对于五次 
以上的代数方程足否珂根式求解的问明•长期得不到解决.食到18世纪末， 
Galois 等人才用所埘 Galois 理沦解决了这个问为了介绍解决这个问触的 
理论和方法.«■先我们对域与多项式的根的问题作一些复习和补充. 

(1) 设域 E 是域 F 的扩域•或域 F 是域 E 的子域，用或:衣示 
它们的关系.在本书中用记号 EIF (有些书用记号 E / F ) 表示域£：是域 F 的扩 
域.域可宥作是 F 上的线性空间 ，强漘 它是线性空间时记作£ ( F ). 用记 
号 EIF 可以使许多叙述简化. 

(£：• F ) 表示 EIF 的扩张次数（类似的记号在群论中表示舴对子群的指 
败 H ], 用方括号或 用岡括 号均可，本书为了区别起见，用岡括号表示域 
的扩张次数，而用方括号表示群对子群的措数 >，域的扩张次败的含义是 £： ( F > 
作为线性空间的维数.当 ( E : F ) 有限时，称 £| F 为有限扩张.扩张次数满足 
* •绍远 镜公式 ”:设 則 （£ : F )-( E * KKK « F ). 

(2> 设 /( x )6 F [ x],n = deg /( x ). 包含 /(d 的所有根的 最小的 扩域称 
为 /<•!•> 的分裂域，记作&•且 （£, : •由于平常所说的代数方程的系 

数坫指实数或复数•所以以 T 主要讨论特征为0的域 ./( x > 在 tv 中无 歌根的 
充分必要条件为(/00,/(1>> = 1•由此可得出，对于特征为0的域或特征为 
/»的有限域上的不珂约多项式 /(_ r ) 来说，在其分裂域内无重根. 

(3> 域的 n 同构槪念就是环的 A 同构： 保持运算 （ 加法与乘法〉的双射.由 
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于域上的自同构必然保持1不变，因而保持索域上的元索不变.设 
E 上的一个同构且保持 F 上的元素不变.即 < r| f = l , 則称0为£:上的一个 
F - 自同构 .£ 上全体 f - 自同构记作 Aui ( E | F ), 它对映射复合构成的群称为 /T 
上的 Gabis 辟, Galois 群将在后面专门讨论和给出另外专门的记号.设 /( i ) 
e FO ] 是在 f * 上一个不可约的/!次多项式,£：,是/( I )在 F 上的 分裂域 .若 
是 f ( x > 在 E , 中的一个根 Aut (£, jf >, 则 也是 /(•!•>*£：, 中的一个 
根 .反之，若 a , 沒是 /(■*■> 在 E , 中的两个根.称它们互相共轭，则存在一个 
F( a )m F(fim F - 网构 r 使 r («>-^ 

下面首先讨论 Galois 群的槪念. 

5.1 多项式的 Galois 群 


把多项式的根与域和酹联系起来 M 解决方程报式求解问题的基本思想， 
11 人主题 .下面给出多项式的 G a i o i S 酧的懺念和性质. 

如前，用记号 K | F 表示域 K 是域 F 的扩域. 

1. 域和多项式的 Galois 屏 

K|F 上的全体 F 自同构 关于映射复合构成群，称为 K 在 F 上的 Galois 
«( Galois group),id 作 GaKK | f > •或简记为 r . 域的自同构群的槪念已在 
第4盘中介绍过，这里只给出新的 记垮. • 

Gal ( K | F ) « Gkf -= Aut ( K | F ). 

对有限域 FV , 有 Aut(f >| z,> 兰 （乙，+ ) •所以 Gal(f> |Z,> 兰（乙，+ >， 
比较简单 .W 此主要研究特征为 0 的域上的自同构群. 

我们先来看一个例子. 

例 S.1.I 设 K = Q < v ^>， 试礴定 G Kiq . 

解首先把 K 中的元家用 Q 中的元家和表达出来 ： K ={ a +6>/^| fl ， 
66 Q 丨， / C 在 Q 上的生成元为斤. 

设 a 为 G K , Q 中任一元素关键是确定。(万).由 
于的最小多项式是 /( x >=/-2, 由本章前言中的口〉，“#)只能是 f ( x ) 
= P - 2的根，所以有(万> =々或 < r < V 2) = 一枚 因此 K 上的 Q - 自同构只有 
两个和 tf Z ( a +6 v ^>=“一6#, ，所以 




方程根式求解问 題简介 


Gkiq = \ ai » a 2 l = ( Z 2 * - t -). 

从上例可见，确定 K 在 F 上的 Galois 群的華本方法是确定 K 在 F 上的 
生成元或基的像，从而确定所有的自同构. 

有了域上的 Galois 群的槪念，多项式的 Galois 群的槪念就很容易了，多 
项式的 Galois 群就是它的分裂域的 Galois 群. 

定义 S . 1.1 设心是多项式 /(_ r ) eF ( x > 在 f ' 上的分裂域，則 E , 在 F 
上的 Galois ff G E/If 称为多項式 /( x > 在 F 上的 Galois 群，简记为即 

G , = Ge f \ r . 

由于多项式的 Galois 群，反映了多项式的性质•为最终解决方程根式求 
解问®提供了途径，因此研究多项式的 Galois 群是本章的重点. 

为了确定一个多项式的 Galois 群，我们先研究多项式的 Galois 群的性 
质.下面主要讨论多项式的 Galois 群的两个问題： •是 把群元素用根集上的 
酋换来表示•二是求群的阶.先研究第一个问題. 


2. 多项式的 Galois 群的置换表示 


定理 S . 1.1 设多项式 /( hSFU) 在它分裂域£：,中有 n 个不同的根: 
M | ，“ 2 — Vg € G / 对应上的一个 霣换： 




■ U: 




；；>) 


(5.1.1) 


且映射 < p ： K ^ a t ftG, 到对称群5 0 的单射. 

证明»先要述对每一个>?60^,由式（5.1.1)所确定的变换〜是17上 
的一个酋换.由亍 /0f(«.))=g(/(«O> = /f(0) = 0, 得尽 U >6 n,i = l,2, …， 
所以 〜是 上的一个变换.又 W g 疮 E , 上的筚射，所以心也是 
D 上的单射•行限集 L 的单射也是满射.故 cr , 是上的双躬，即是上的-个 
置换. 


再证 f 是中即要证 o,, = o tJ =>gi =/?,. 

由式 （5. 1. 1),^ ( = a, t =>ki ( m ,> = 々（ iO，i = 1,2, …， n •由 E / = F ( u , , 
u tt -, u m )^ u ^ E f 可表示为 


故可得 


u = …心广. • € F ， 

幻 （“> = (“•■• )心 （ m ? 

= )gzWi )—^( u >) = g 2 ( u ). 
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由定理 5. 1.1 可得以下 结论： 

(1>对于 chF = 0, 若 /(* r >€ F (_ r > 是/»次不可约多项式，则/(^>的 
Galois 群 G , 同构于 /( D 的 n 个不同的裉的集合上的一个罝 换群： 



且化在/^)的根集上是可迁的. 

(2) 在 （[> 的条件 T , 由于 | S ,|= n !, 所以 G , 的阶满足1仏丨 |( n !>. 另一 
方面，出于 C ；, 在 /(* r ) 的根集上是 SJ 迁的，有 ； i | 10,1. 但这两个佔计式太粗 
糙.我们希望得到 | G , I 的更确切的表达式. 

3. 多项式的 Galois 群的阶 

我们先给出以下引理. 

引理 5.1. 1设 /( deFCr ) 是一个无进根多项式，它的分裂域为£,.若 
>7是 F 到的一个间构，則有 | F ) 种不间的方式将7扩大为 
£：,上的&同构. 

该引 理汫的 M 分裂域 E , 内的一个 fcj 部的同构映射冇几种方式扩大为愤 
个域 t 的自间构.我们的证明思路是对（心： 作归纳 法并利用以下笮实：一 
个不珂约多项式的两个根的咿扩张之间存在同构. 

证明对（仏： F ) 作归纳法. 

( E f * F > = 1, 则 = 躭是 E , 上的雄位自同构.结论成立. 

下设 | F )>1,/( JO 至少钉一个次数大于1的不可约多项式 W 子 

_ 

/>( J > •设 degp ( j ) = m , p (. x ) — 任取 p (« r > 的一个根“•則 F ( m > 可表 

‘_0 

■ r- 1 

示为 F (幻 = U e •由于 /( h 是无*根多项式， p (* r ) 在心中 

• >0 

有 m 个不同的根 ： M t ，“ z ，…， II ••取“ =«丨•对每一个 u ，2，*”， m } •定义 
映射 

|»0 ••• 

其中 u k = rfU k ). 

不难验 证少是 F ( u ) 到 F ( u *> 的同构，且（仏： F ( u ) X ( E / : F 〉， 由归纳 
假设，有 （ E , : F («>> 种方式扩大为 E , 上的自同构•故共得到 m • : 

F («)) = ( F («) * F )( E , « F ( tt )) = ( E / * 个 E , 上的自 同构. □ 

由于多项式的 Galois 群的阶就是 E , 中 F 自同构的数目，由引理 3. 1. 1 
立即可得以下定理. 

定理 5.1.2 设 / Cr > GF ( x > 是一个无1根多项式，它的分裂域为 E ” 则 
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/(• r ) 的 Galois 群的阶为 

I G £/(K |= ( E r * F ). 

证明考虑 F 上的单位自同构/,由引理 5. 1. 有 （£, « F ) 种方式扩 

大为仏上的 ft 同构，它们构成 /(h 的 Galois 群•所以定理结论成立. □ 

定理中的多项式 / U > 要加无重根的条件是因为如果 /( d 有重根，则多 
项式次数增加而分裂域和扩张次数并无变化，这样•与多项式次数有关的一些 
性质就不成立了.因此，今后讨论都是对无重根的多项式进行，使问题简洁 
清楚. 

有了以上的准备.现在可以来 it 算多项式的 Galois 群 7*. 

4. 多项式的 Galois 群的计算 


给定一个多项式 /<* r > 后，通常先确定 | G ,|, 然后碥定/&>在其分裂域上 
的根#5 .然后再通过根集1： 的霣换 来礴定 G , 的每个元家.我们用以下例子来 
说明. 

例 S . I .2 设 /(■!■> = ? 一2€3 ( V ),试确定 G ,. 

解先确定 I :的四个根为土万，土 i 於, wy = 
i >. 由于不难得到 （ E , > Q ) = 8 .所以.而8阶非可换群只可能认 
和 Q .. 

然后我们可 m 据定理 5.1.1, 通过根集 t 的苴换来确定 G / 的每个元家. 
由 Eisenstein 定理知上的不可约多项式•由于万和 i 是的两 
个牛成元•对于 E,IQ L 的每个 AM 1 构只要确定万和 i 的像犹完全确定了 
史•令 ai = y /2 *ai = ly /2 fOi ~ ~~ y / 2 *ai = ~~i V ^2 • 

H =» {^2%\^f2*— = (ai .a? .aj .a«}. 

设® 换 a 与!■分别为 

a ( i > = i 和 ttCfl 、 = xCH 、 =万和 r ( i ) =— i . 

则可表示为 


> 
at ! 

°‘卜 


= (1234). 


r = 卜 (24). 

'ai a « aj a ?' 

因而 o ( a ) = 4 , o ( r ) — 2. 不难验 if : ra—a 1 r ， 所以得 

G / = < a , r >^ D ,(4 次二面体群 >. 

以上例子所用的方法.主要有两 点：一 是分析 Galois 群 的阶； 二是通过分 
裂域的生成元找到某些以至全体 A 同构. 
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例 S . 1.3 设 /(1>=/-41+2€(3|>]，试确定6,. 

解由 Eisensiein 定理知是 Q 1:的不可约多项式，它在分裂域 E , 
中有五个不同的根.与例 5.1 .丨类似通过分析这五个根的类甩来确定可能 
有哪些茛换. 

/(• r ) 的导数为/有两个实根音 / , Js = 

(音)'通过计算易得/(乃^^/^^^因而/^有三个实根：^幻，… 

另两个为共轭复根:体，洚.令 n ={ fi , .^ r . a , . a : . 0i \. 

因而 G 屮有对换 a 戽 ，译 >•( 作仏上的变换一*|-如， \/ a,b 
6 Q . >?€ A ut (£ T , |Q >,由引理 5. 1.1,^ 所对应的》换就是 a . > 

由于 G , 在 / J 上是 SI 迁的（见本章前首中的(3>>,由轨道公式知5| | G ,|. 
进而可得包含一个5轮换（为什么？参肴群论中的 Sylow 定 理〉. 由于5是 
隶数，必有5轮换 r =( 并，体中，干是由对称群的结果， 
得到 

G, = <a.r> ^ <(1 ， 2>.(1.2•…>> = S s . 

当/>是一个家数•由 W 论中的结* <(1,2 M 1,2, …， /0> = S ,. 我们可把 
例 5. 1. 2的结论推广到 QO ] 中某些 p 次不蚵约多项式的情形（见 习®) . 

例 S .1.4 设一 16 QO ], 试确定 G ,. 

解⑴确定 E , 和 IG ,| :设7次单位》根为 0 = c ^, 則 E , = Q ( fl >, 所以 
| G ,| = ( E , * Q ) = 6. 

(2) 确定 G , 的元素 ：由于 /( x > 的全部根为 …, a •丨，考虑 G , 
中仟一元素 ex , 必有(7(1>=1，0(«»>=</,*€{1,2'.,6},因而 <> (< 1 ，>=/,* = 0, 
1，2,"、6.由于(17> = 1 •所以0是上的一个 S 换.故 n 上的所有酋 换为： 
Ok so o * 1，2, ••• ，6•故 G / = { a»'.a — a *.★ = 1，2•…，6 } •不难骑证 

= « Tv . 

作映射 

•piOt ^ k ( G / -* ( Z ；* » •)). 

显然 *这是双射，且满足 < pio»tJi ) = ip(Ou ) = kl — fp^Ot ) tp ^ Oi ). 

所以 G , 三（厶 • • M 整数校7的乘法群>. 

以上方法可用于讨论一般的多项式/(1> = /一1€0 0]，可得 G f = 
(C , •) .粮数換 n 的乘法群- 
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至此，关 T 确定一个不可约多项式 /⑴的 Galois 群 G 的方法珂总结为 
以下几个 要点： 

(1) 首先确定 Galois 群 G , 的阶: 

(2) 确定 Galois m G , W -些特殊元索.例如根据 G / 的蚵迁性，存在特 
殊的轮换等. 

(3) 如果邛求出 /(_ r > 的所有的根.則可像例 5. 1.2 那样，利用中间域和 
共轭根之间可能冇的变换确定的生成元. 

(4> 如不能求出 /(* r ) 的所冇的根，則可利用根的类型，如实数或复数，确 
定根之间可能有的酋换. 

习题 S . I 

1. 设 /(1)=? 一 4«1•— 2€Q[>], 试确定 C；,. 

2. 设 /(h = 分一 10 P +4 e Q O ]. 决定/(妁在 Q 上的 Galois 鮮. 

3. fil 定 /(1>_? 一 2 在 Q(i> 上的 Galois 群. 

4. 设/&>是 Qi ： 的 〆 Pfi - 个 >5 的 家数） 次不坷约多项式，若它恰好 
打构个«根.则它的 ( ialois 辟为 

5. 确定 /( 了） = 1 •一 1 4:Q 上的 Galois 群 

6. 设 5 ： fc «次电位 K( 根，证明 /(j)=x'- 2^Q (p 上的 Galois 群 M 循 
环群 • 


5.2 群的可解性和代数方程的根式求解问題 

舟 f 多项式的 Galois 群的微念•躭把代数方程的根式求解问题与群联系 
起来 r , 把根式求解问@!转化为群的问路.但在 n 体介 m 如何转化之 

前，还要介沼群论中的一个有用的概念，这就是群的可解性. 

1. 群的可解性 

定义 5.2.1 设 G 为有限群，若有以下的逐级正规子群序列 

G = G , I > G ? 1> - t > G . > G . t , = <1> (5.2.1) 

满足商群^均是 Abel 群或素数阶循环群，则称 G 是可解群 

(solvable group ). 这样的子群序列 （5. 2. 丨>又称为可解群列. 

注意几 点：子 群序列 （5. 2 •丨） 中每个子群并不要求是 G 的正规子群，每个 
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子群只是前一个子群的正规子群，所以我们称它为逐级正规子群序列，以免引 

起误会，商群&是 Abel 群与它是素数阶循环群是等价的，这是因为对冇限 

Abel 群，可插 人-些 中间群.使相应的商群成为索数阶循环群，反过来用 n 然 
同态的全原橡，得到原群的可解群列. 

例如，珂换群是坷解群.二曲体舴 D m = < a , b \ oia ) = n , o (. b ) = 2 Jm = 
a [> G t C > G 3 = <1>， 所以 ， D . 是可 
解群 .但丄 不是可解群， W 为 A .( n >5> 是单群•有惟一的正规 群列： 

八，0<1>,而^^ =八,，不可换. 

为了更全面了解可解群 的懺念 •我们再给出坷解耵的另一种定义.先让我 
们回忆在第2章（习独 2.6,6) — 个不起眼的东西一一换位子胙. flf 中形如 
aba 的元素称为 换位子 .由 G 中的所有換位子生成的子群 id 作 

G "* = <aha 'b l I a,b 6 G >, 

称为 G ’ 中的换 位子群 .注 意心端 生成 子耵的 id 号 , G « "的元家包含 G 中的所 
冇换位子及它们的所行可能的冇限乘积.换位子群符以下两个艰费的 性质： 

(2) 若有换群 ， WG “*< N . 

从爽现上看.换位子群代衣群中的不可換的部分，去掉它，所 m 的商胙就 
可换 r , 且 n ^ iw 小件，即它是使岛群 sj 换的《小止规子群. 

我们可用换位+群给出可解群的另一种定义. 

定义 S .2.2 设 G 为有限群 , G 的换位子群记作 G < n , G m 的換位子群记 
作《……若有某个正整数々使 =<1>, W « J 称 G M 可解群 （soualble 
group ). 

我们来证明定义 5. 2. 丨与定义 5. 2. 2的等价性. 

先证定义 5.2. 1=>定义 5.2. 1%设0有正規群列 

G = G , C >0 … 1> G , t > G „, = <1> 

满足商群均是 Abel 舴或衮数阶循环群.利用换位子群的性质 

(2) ,得 G "’< G Z .类似，可得 < G 1 . ttG a , < GV l < G , • ……所以必有 
< G , +1 =<1>. 

定义 5.2. 2=>定义 5. 2.丨：设有某个正整数 A 使 G 〜=<1>, 则由换位子群 
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的性质（1>，得到正规 群列： > G ,?, 

1>可换. 

关于可解群有许多性质， T 面列出几个即将用到的性质. 
2. 可解孵的性质 


引理 S . 2.1 有限 SJ 解群 G 的任意同态像是 SJ 解的. 

证明设 G 有以 T 可解群列 

G = G 1 > G I >-> G .> G „ 1 = ⑴. 

/是 G 到仏的满同态，令 /( G .>= G :( i = l ,2, …“+1),则由群同态的性质 
得到 G ' 的子群序列 

G # - G ; > C ； … OG : W … =⑴. 

剌下只霈证明 G 7 G :,, 是 Abel 孵. 

设 G ./ G .* • = | 发6 G . >，它是 Abell ? . G ：/ G ：, • = U ' G : + , 1 〆 € G : >, 

下证它也是 Abel 胙： 

V t /?}G^4i 6 G:/G:*" 

由 

)(g ： G„ i) = (/f,G,«i)(/fiG 1+ |) 

可得 


二 )(/ f | G # ,i )3 = )( g \ G ， H i ) 

所以 G/Gl ♦，是 Abd 群. 口 

引瑁 S .2.2 有限可解群的子群和商群仍是珂解的. 

证明由 群到其 商群的 *4 然同态和引理 5.2. 1,立即可得有限玎解舴的 
商群是可 解的. 要证有限可解群的子群仍是可解的，利用定义 5. 2.2 立刻 
讓 D 

对称群的可解件有以下引理. 

引理 S .2.3 S ^ Sj . S , 是可解群 ， S b ( i »>5> 不是可解群. 

此引理 的第一部分: S 2 ， S ,, S , 是可解群的证明留给读者自己来完成.我 
们只证第二部分 : S «(/ i >5> 不是可解群. 


证明由于次(/»>5>中的每一个换位子是一个 偶置换 ，故.由 
5^0氏得 A •，而 A . 是单群 . W 此 Sl '^ A .. 也是因为丄是单群， 
5?=八。=疋，且对于任意正©数々均有5:*>=耒尹 < 1 > ，所以5»5〉不是 
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可解群. □ 

至此，我们珂以叙述代数方程的根式可解问题是如何解决的了. 


3. 代数方程的根式可解性 

d •先还是把问題的枋等代数提法转换为近佾代数的提法.我们曾经在第 
4迂中把岡规貞尺几何作阁问韪的初等提法转换为近世代数的提法，在此也 
要先做类似的 r 作.肖先给出域的“根式扩张 ”的槪念：域 的扩张 e \ f 称为根 
式扩张•足指存在使 £= F ( e />, 且有正幣数《使•即£ = 
F(^a ), a ^ F . 

舟了域的抿式扩张的 概念，下面给 出代数方程的根式可解的近世代数 

定义. 

定义 S .2.3 设 /( d € FO ] 为首1多项式 , deg /( r » l , 若存在域链： 

F = F, < F, < … <&• = K (5.2.2) 

满足（1)/ ; ',,||/^(1«0均姑根式扩张，即存在乂€5, | 使尸，，=尸,（乂）且 
丨•…， r “2>£：,</ C . 則称方稃 /(•!■> = () 在 F 上是根式可解的 
(solvable by radical . ， over F ). 

我们称式 (5. 2. 2) 这样的域链为根式 域键. 称方桴/(1)=0根式可解.也 
称多项式 /( /在 /•’ 上报式可解. 

简中.地说•就 S /<•!■) 的分裂域被包含在莩域 F 的有限次根式扩张域中. 
也就足说 •/&) 的所有根均可从 F 的元索出发经过為限次的开方和 W 则运算 
搿到.对比第 4 窃屮脚熳茛尺几何作用问®可解的条件，非常类似. 

那么什么悄况 F 存在定义 5. 2.1 中 S 求的域链呢？这与多项式的 Ga]ois 
群的可解性冇直接的联系. 

定理 S .2. 丨（方稃根式可解判断 定理） 没 ch ( F >=0./( T 〉 eFO ] •则 
/(• r ) 在 F 上可根式求解的充分必要条件是 / Cr ) 的 Gdoi . s 群 G ,= G r ^ 是可解的. 
这个定理的严格证明过于复杂•我 If 】 仅从宵观上作如下的解释. 

由定义 5. 2•丨•多项式 / Cr ) ef [> l 根式可解指的是存在以下的 域链： 

F = < F t <= K 

满足 F .., | f .( l </< r ) 均是根式扩张，且 E ,^ K . 

于是河令 H .- G K r , i = l , …， r . 得到以下的子群 序列： 

g k!f = H , > / f * > …> h ,， 

经过适当的改造和利用 Galois 基本定理（本书不冉 介绍〉 可得的一 
个可解群列•而 G ,= G e , 的子群，由引理 5. 2.2, 可解群的子群仍是可 
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解群，所以是可解的. 

综上，我们珂对鏺初提出的问题给出以下明确的回答，根据方程根式可解 
判断定理和引理 5. 2.3, 可得以下结论：5次以上的代数方程不一定都可根式 
求解.例如、例 5. 1. 3的5次多项式的 Galois 群是不玎解群 S s ，所以它不能根 
式求解. 

至此，关于代数方程 m 式可解的问题得到了完全的解决. 

习题 S .2 

1. 证明是可解群. 

2. 用方程根式珂解判断定理证明3次和4次多项式可根式求解. 

3. 判断以下多项式是否珂根式 求解： 

( 1 ) /(^)=^- 2 , 

(2) f ( x )= x t -2 i 

(3) /( a -)- j s -4^-2. 

4 - 设/(了>6<3「工]为/ *>5 的家数次不 ST 约多项式•恰有两个共轭 g 根， 
m /( D 不能根式求解. 

第5章小结 

1. 主要的槪念 

域的 Galois G , c , f (- G a l ( K | F ))- Aui ( K | F ). 

多项式的 Galois 群： G ,= G C/ f . 

群的可解性：两种定义. 

2. 主要的理论 

多项式 Galois 群的阶： | G e , if |=(£,: F >. 

方稃根式可解判断定 理：设 ch ( F ) = 0./( x )6 F [ x ], «ij /( j 〉 在 F 上珂 
根式求解的充分必要条件是 /( j ：> 的 Galois 群是可解的. 

3. 主要结论 

1〜4次代数方程都根式 可解； 对于5次以上的代数方程•存在不能根式 
可解的方程.例如，例 5. 1.3 的5次多项式 /( a *>= x s —杪 + 26(30] 的 
Galois 群是不可解群 S s ，所以它不能根式求解. 



附录其他代数系简介 


除群.环.域以外.还有许多其他的代数系，而且可以根据蒸要定义新的代 
数系 . T 面给出另外几个常用的代数系的 槪念. 以便于査阅. 

1. 格与布尔代数 < 

格是具有一定性质的《序集.它在计算机的逻辑设计和稈序理沦等方面 
存应用. 

定义丨设（丄^是一个《序集.若均有 fi 小上界（记作 lub ) 
和最 大下界（记作 gib ), 就称（5,<)是一个格 （ lattice ). 

这个定义叙述简单•但未明显指出 S 中元素之间的运算关系，而实际上 • 
两 个元家 1,6 的最小上界 lubU,6> 和《大 T 界 glbU.M 耽已经分别定义了两 
种运我们可以换一个方式来定义格. 

定义 r 设 S / I — 个非空集合.在 S 中定义两种二元运算 V 和 A ，且满 
足 Vu ,6, f 6 S •有 


1-1 ： a \J a=a,a f^a — ai 

( 幕 等律 ) 

L2 ： a V/»=^V<i.a A6*=6Aai 

( 交 换律 ) 

L3r (aV6)Vc=aV(6Vc). 


(ti A6) Af=a A (6Ac)i 

( 结 合律 ) 

1-4 s a V (a A6) = a. 


a A (a V6)=a. 

( 吸 收律） 

则称 (S,V,A) 为一个格 . 


有时将运算 V 也称为并 （ cup 〉， 将运算 A 称为交 （ rap ). 它们与子集的并与 


交有联系（见下面的例），但意义更广泛.因而有的书用其他的名称. 

吋以证明这两个定义的等价性.址明定义定义 广时 ，只要定义 a Vft = 
11>»){ 4 2,6}， 4 2八6= 8 11>{ 4 |,6} 1 反之，^明定义 r => 定义丨时，只要在 s 中定义偏 
序 ㈡ a V b=b 或 a A 6= a . 

由定义 vsr 见，格中两种运算是子集之间的并、交两种运算的推广.确 
实，最简单格的例子就是由一个粜合的所有子集构成的格. 

例丨子集格. 

设 A 是-个非空集合 ，S = 2 A ( A 的 幕集〉 ，在 S 中定义 V 就是子集 的并， 



八就是子集的交，而子集的并与交满足 L 1 〜 L 4, 所以 （2\ V , A > 是一个格. 

7面用定义1的形式给出子群格的定义. 

例2子群格. 

设 G 是一个群， = 的全体子群 h 在中的定义偏序关系<为 
包含关系且定义 lubM , B } = M , B > (由 AAi 生成的子 
鮮）， glbM , B }= AAiMHa ( G >,0 是一个格. 

类似可定义线性空间的子空间格，环的子环格.理想格等. 

当在一个格中附加其他条件时，得到不同种类的格. 

定义2设 （ S , V , A > 是格， 

(1) 若分配律成立： Va , A , c € S , 有 

a A (A V c ) = Ca A V (a A c ), 
a V (A A f ) = (a V A (a V r ). 

则称 （ S，V • A ) 为分 S 格 (distributive lattice ). 

(2) 若棋律成立： Va ,6, c € S . 

当 时.有 

则称 （. S , V , A > 为横格 (modiiUr lattice ). 

(3> 若 S 中有 ft 大元 ， id 作 1, 称为单位元《有《小元0,称为；元，它们有 
性质：有 

a V 0 — a , a A 1 = a . 

冇芩元和单位元的格记作 （ S . V , A 称为有界格 （bounded laticc ). 

M ) 若有界格 （ S , V , 八 .0,1> 中 • 有元素满足 

a V a ’ = 1 ， a A a " ■■ 0. 

则称 S 为有补格 （romplemented latice )， a 称为 a 的补元. 

(5) 一个有补分 K 格称为一个布尔代数 （Boolean algebra ), id 作 （ S , V , 
A /.0,1). 

例 3 设在 B 上定义运算 V , A ,' 如下： 
v 0 1 A 0 1 X ~ 

0 0 1 0 0 0 0 1 

111 101 1 o 

则易证 ( B , V , A 是布尔代数. 

设 B ' = {( a , ，“ 2 ，…， 〜> u . = 0 或 1} •在妒中定义运算 v ， A ，'如 下： 
a = < a - ‘，，…，“■>， p = (6, . A ? , —,6.), 
a \J p = ( a , V b x t a ； V 6” …， a . V 厶 ■>， 




a A (a\ A b, ,a r A b t ， ... ， a. △/»_>， 
a'= (fl’i，《*':，•，<!’•>. 

零元为 0= (0,0,•••,()> •单位元为丨=(1，1,一，1>,易证 （B、V , A /,0,1)是 
布尔代数，称它为开关代数. 

子集格中定义补元为余钜.則它是一个布尔代数. 

布尔代数在计算机科学屮有广泛的应用. 

2. 模的概念及例 

模是在群与环上建立起来的代数系，它涉及两个集合：一个环和一个珥换 
群.例如域上的线件空间就是这样的代数系. 

定义3设 M 是-个吋换辟 AS •个含打丨的环•若在 /e 与 M 之间定 
义一个 运算： 尺和存惟一的一个元家与之对应，且满足 

MI ： ^ ax+ayi 

M2： ia -\- b ) x ^ ax + by \ 

M3 ： (u/Oj-^aCbs) i 
Ml ： 1j—j. 

則称 M 是一个（左 >/?- 樓 (module). 

/a 简单的 m 的例子软圮域 i： 的线性空间. 

例 ■» 数域/•'上的向 w 空间 v 足一个 F -換. 

由于数城/*'坫- •个环.含冇申位元1,向 m 空间对向 址加法 构成可换群， 
且满足 Ml 〜 M4 •所以 — 个 F •校. 

例 S 加 ft ? G 与整数环 Z 构成的橡. 

在愤数环’ z 与加胙 c； 之间定义运典： 

V，》€2和 •reG •定义 ns ^ s±x + -± x . W \ G 黾 Z -校. 

~^ 

例6向钕空间 V与多項式环 F[ jJ 构成的揆. 

设 /=tr」£ •数域 F 上的多項式环.V是 F 上的向 M 空间•在V中取定一个 
线性变换7’•在V和/ •’(>] 之间定义 运箅： Vp(*r)€FO] •和V托V,定义 

p(x)a = p(T)a. 

则此运算满足 Ml 〜 M4 •所以 VM — 个 FO] 校. 

3 . 代数 

代数也是一个应用很广泛的概念.它是建立在环和域的基础上的一个代 
数系. 
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附录其他代教系简介 


定义4设(4, + , • .0, 丨）是一个环， F 是一个域.則 A 在 F 上的向 M 空 
间 （芩向 黾就是 A 的零元，加法就是 A 中的 + ) 称为 F 上的一个代数 
( algebra 〉 ，记作 A [ F ]. 

若满足结 合律：，夕 6九有 

a (. sy ) = (. ax ) y = j ：( ay ) t 
则称 为结合代数 （associative algebra ). 

在非结合代数中.李代数在物理中有重要应用，其定义如下： 

李(1»代敝:若代数 A [ F ] 满足 Vio ^ eACF ], 有 

xy-bys = 0, 十（只） *!■ 十 （ zx)y = 0. 

例 7 A = ( MJF) t + . • ,0. D,F 为数域 , A [ f ] 为代数，且是结合代数. 


习题 


1. 证明定义丨与定义1 # 的等价性. 

2. 叙述与沦证环的所有理想构成的格. 

3. 在子集格屮定义穿元为空集，单位元为 A •子缜的补元为余集 . W « 子集 
格布尔代数. 

4. 证明例5 是梭. 

5. « F 卜的多项式环 A = ( F |\ r ], + , • ,0,1>在 F 上的线性空间—个 
结合代数. 





习理 1.1 


习题提示与答案 


1. 8种 .（ 用枚 举法） 

2. 5种 .（ 用枚 毕法） 

3. 4个点的 ffl 共有64个，互不同构的 ffl 共有11个. 

4•由—18。=-<々一"/4 = (7( + l — + )/2, 得以 T 作 W 法：（1> 作 

中位岡 O 及互相垂直的半径 （ M 与 Uti . m 取 OB 的中点 D .(3) 迮 AD 并取 
DE ^ DOAA ) 以 A 为岡心 , A £ 为半径 fli * 与阕周交于 A ,, A : •则即为 
五边形的一边（另一方法见习题 4. 4提示). 

5. 査数学 手册. 


习靥 1.2 


1. 考虑 A 中 A 元子集的个数. 

2•⑴63%, 

(2) 利用包含与推斥原理,43%. 

3. (1) 600| (2) 962. 

4. <1>当时，单射个数为 n 中取 m 个的选排列数： 
n(w —l) — (« —m + l)» 

( 2 ) 6 . 

5. 取 / :> r —In & ((0,1)—(_ oo , oo )>, 再证 / 是双射 • 

6. 不一定成立，但当 / 足单射时成立. 

7. 利用单射（满 射） 的定义. 

* 8. 反证法.假设存在双射 par M * S , ( A - 负 A )>, 令任 
SJ . W 然 T 6^ A ). 由于史是双射•必有 66 A 使 9 (^) = S t = T . 考虑元絮 b 运 
否腐于&两种情况，分別得到矛盾. 

习题 1.3 

1. A /- = {^, TTT ，{ TT 2).{ IT 2 T 3}.{1.2,3,4}. A }. 
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习题提示与答案 


2. M.(R)/- = |(^ 〕卜=0，1，••，”>}• 

3. 应选矩阡的 Jordan 标准形作为代表元. 

4. 由实二次哦的规范形岈得全邱等价类的数 H 为 j («+ l)( w + 2〉. 

6. 可列出所有有偏序关系的元索对，或用的一个子集来表示. 

7. 设计一个具有以下性质的整数函数 /(/!> 来定义 Z 的序：（丨> /(«)在乙 
上有最小值， （2) /(叫>关 /( 〜）•当 n ^ n ,. 

习题 1.4 

1. < a .6) = l 7,[ a .6]=11339. 

2. ^(504) = 144. 

3. 360々 U >0> 人. 

- I . 证明方法类似于关于一次同余式有解条件的定理. 

5. (1> W 为131,所以方程无解》 

(2) x »5, 17, 29. 41,53, 65. 77,89 (mod 96). 

6. j =43 (mod 45). 

7. j =21 11+2310^.^^0. 

习® 2. I 

4. 设•定义二元运算为： = 则 S 是半併，冇左申位 
元：任取-•元术.对每一元索有右逆元•但无咿位元•所以 . S 不是沿 . 

5. <= tab =» abe ^ abab 2 a = ab t a = ef 

ba ^ eba ^ a ^ a ^ e . 

0 (; : 2 3 ). 

然后对作乘法表. 

7. ->：(1)由消去律可证. 

. <2> 珂证第4个顶点的元素为 ry •因而只与 osjy 有关 ，弓1 的选择 
无关. 

夂=:利用 （2> SJ 证结合律成立.以1,0•，: y 为顶点的矩形的第4个顶点为 
• I ■: V •以 l ，_ y ， z 为®点的矩形的第4个顶点为利用矩形丨 • x ,% 的第4个顶 






习題提示与答案 
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点元素为 • Kjyd 和以 l ，_ r _ y , 2 为顶点的矩形的第 4 个顶点是同一个顶点，故得 
( xy)z = x ( yz ). 所以 G 是半群.再利用 （ 1 >可证方程 a:c = b 与 ya = b 有解.所 
以 G 是群. 

习题 2.2 

1. 可从粮数朵法 t 群和坧 阵乘法乍群中找.例如， 

叫(: :) •(: 0°)| 

邢是乘法半群，且 f / CSCM :( Z >, M :< Z ) 中单位元为^ U J ， S 屮无单位 

2. <=«考虑* ii 7, 可证 aH - H •再利用定理 2.1.4. 

4. S o ( ab ) = nflH ( alf ) m ,! m e , b ( ab ) m ^6 t ( ba) m b b , fA ( ba )' = f .^ o ( ba ) 
，类似可得 o ( ab )^ o ( ba ). 

5. PT 先证明 C ； 屮阶数大于 2 的元家个数必为偶数个：设 0 ( ii > = «>3 •则 

o(a •关 u •其次考虑到有一个咿位元，因而至少侖一个2阶元. 

6 . ( ab) x = u ' b ! ^ abab "* aabf )^> ba ^ ab . 

7. 由于 G M 作坷换舴，必釭阶数大 T 2 的元家满足 au > = 
u 

8. 参矜例 2. 2. 3. 

9. (1) >; 为特征悄为 1 的特 征向里 •由方程 （A —/>7=0,7 与 A — / 的行 
向里均正交；（2> 利用在相似变换 F 矩阵 A 的迹不变的性质. 


习題 2.3 

1. G 中任一元索可表示为 a * 1 夕 1 •••“■•6’ •，由 Tba=a 因而 G 可表示为 
G ={ aV |*=0, l ,-. n - l ,/«0, l }. 然后作 G 到 D . 的映射 /:W ^ pW ,, 
可证/是 G 到 f )， 的同构.所以 G ^ D ,. 

2. D , = ，7 T / 〉，（灸 •”> = I 

= <心，心〉，（卜/，/|> = 1丄/€[0,，1一1]. 

3. 分別 U 出这两个群的诸元素.然后找对应关系. 
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习題提示与答案 


4. 否.反证法. 

假设有同构映射/:(3，+) — ( Q 、• >.设 / U ) = 2, 则 / U > = 


+ f 卜 ， (f Wf 卜 2 • 得 ， (f )=# 以 • ，矛盾 . 

5. W 为 G 是无限循环群，所以 G=<Z • + >,,4 = G >,/3=</>. 再用互相包 
含法证明 

( 1 ) Af\B= <m> = 

(2) < A ， B > = <</〉. Xs , l >. 

6 C 」 1 )， B= (: - i)- c=/ ' b= (J ;). c,= d 

叫 ； X : 


j •所以 < A , 杉〉 3 G . S 然 M , 出 SG . 


7. ( Z , + ) 的全部极大子群为 （/>>,/> 为素数. 

8. C ； 乂可表示为 

G ■= j c ?* | k * 0.1 , — ,/>• — 1,» = 1，2 •…卜 


设/ f < (; ，則有 m • / € Z 4 且 （ /， p > » 1使 A •任 H . 进 -- 步 SJ 证 V " > m 均冇 
其屮 (々, p > = l . 

令 

K = jc ?' J n < mAk ^ p ) — 1} • 

则 //CK , 所以 |W|<|K|<oo. 

■ 9. 由 = MB 可得 G=UAW|i ，） J«0,l ， … ， 》 -U. 


习麵 2.4 

1. 根据轮换的定义•只霈证明 mr = (其中下标的加法 

为 mod k 的 加法） . V )任 { r ( i ,>， rU ,>,"、 r ( i*H 有 nn -~'(>)=>. 前式里然成 
立•对后一式 ， ST 今） = r ( o > •则 a 硭•所以 r«rr 1 (>) = tot 1 ( r ( a >) 
= ra ( a )~ r ( a )— j . 

2 〜 3. 见本节中关于 此两® 的提示. 

4. 利用例 2.4.4, R 要把每一个对换 （ lf > 表示为 （1 2>与 （1 2 3… 《) 的某 
个乘积，取 r , = Cl 2)(12- n ) = (2 3 - n >， 利用第1題结果可得 n (l 2 ) v ； 1 
=(1 3>，类似可得（丨 4), … ，（1 /«). 

5. 利用第4题的结果，珂表示为偶数个形如 （1 «•) 的对换之积， 





习超提示与答案 
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而每一对 （I i’KI >) 可用 （1 2 /) 与 （1 2_/)的某个乘积来 表示： 

(1 *)(1 >) = (1 2 |) '(1 2 J)(l 2 /). 

6. 注意共有12个元家. 

7. 令“ = { l •7>， A -=!2•8>, ^ •*{3,5>, t /={4•6}• 

8. (” 一1” 个. 

习® 2 .S 

3- 由于 | A ,| = 12 •故 A , 的非平凡子鮮的阶只可能是2,3,4,6,分別按阶 
数寻找出所釘的子桁. 

4. 利用定理 2. 5. 3中的公式. 

5. 分以下 几步： 

H ) 曲于 A < C , 令 C 分解为 A 的陪集的柒合为： 

S = {CA | c e O . 

(2) 由于，令 B 分解为/\门《的陪集的柒合为 

T = {6 (A n B ) I e BL 

(3) 证明史： b ( AC \ B ) 中射. 

6. 先证由于 Air = «/,•>； 可丧示为 >;篇从•闪而^ abh - 

uf ( = h , h •所以 类似可证 BQA . 

7. 利用陪集分解. 

习® 2.6 

3. 设 G 关于 H 的左阽集堆合为由于 (/ 关于子集乘法 
构成群•乂由有 zrH • H = 所以 H 中的单位元. 因而有// • 

故 VAeH 有 k •户 〆 /»，•搿，，/^^，冬仏所以 H ^ G . 

4. 按子群的阶分类讨论. 

5. M 然有 ABSC •只苒证明 CGA / J . 

V ^6 C =</\ UB >, o ■可表示为 A 与 B 中一些元家之积 = 

由于打 •故有 = 因向 V 处 有知 =吨，工总可表示为 . r = 

aWeAB . 

6- (1) 先证 K < G , R 需证 V * re/C ^ x ' e K . 再证 K <] G ： V ^6 
G , x 6 K , 

利用尺〜尺 1 =gaba 'b x g 1 

= ' K^/r 
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习超提示与答案 


其中 《' = #；“#{ ' * b r = gbg ~'. 

可证 HJ-g ' 6 K . 

(2) 由子 ，考虑 

所以（心/0(心10 = <心/0(心/0,故 G / K 是可换群. 

(3) 若 G // V 可换.类似于（2> 可证： 

V ^,.> f ? 6 G 故 K <； V . 

7. & 5 tn 〖证此莳必为有限群，设 | G | =„. 然后证明当 w 为合数时，必有非 
平凡正规子耵. 

8. 不是. 

• 9. 先利用 Cayky 定理证明 G 同构丁 - 个 G H 换群 dakeGc « 

注意到以下两点 《( l >\^ ec ； # , 久在 G 上无不动点》(2> 102",^ 中 
必心-个2阶元 r . 由此坷得 r M — 个 r 型霣换 ， W 而是奇 W 换，故 G ' 由奇偶 
迓换各半绀成，进一步定押得证. 

习® 2.7 



C(G) = {al\a^C )X,Ml) 


H(o :)1吒('仏 


C ： N ( f /)= C ；( f /). N <; (//) = N . 

2 . ( i ) 分剃霣出 G ； (出与 / v c ( m 的定义耽可看出. 

(2) 言先由中心化子的定义坷证明 

CoCr .( H >> f /•进而有 C,.C,jCo C //» C <; (//). 

另一方面珂以证明以下 命题： 

A^B^CoCAy^Co^B). 

由此命题可得 C . C ； C .( H )< G ,( H ). 

K 

3. 利用定瑁 2.7.3, 汁算 | U H . | . 

• ■I 

出定理 2. 7. 3知 k = [G^ iV ( H ) K [ G ： //]. 然后分两种情况 讨论： 

(1>当时,々=1,结论 敁然成 立. 

(2) 当务>2时利用定理 2. 7. 3和单位元是各子群的公共元. 

4- 利用例 2. 7.3. p - 阶群有 非平凡 中心.然后用反证法.假设 1< C ( G )< 
G , 则存在 a 6< AaG >, 考虑 C „( a > ，因 C ( G >< G («)， 必存 1(:“（《>1= 〆 •得 
( KjtG . aeac ;〉， 矛盾. 




习题提示与答案 
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5. 设 H 是 G 中一个9阶子群 • i 也是一个9阶子群，若 

a Ha I 关 H ， 则可得 

\H • aHa - l \= g z >\ G \^ m . 

6. 利用定理 2.7.3, 若 H 是非正规子群，則与 H 共轭的子群的个数为 
[ r ;： / v ( H >]=/»' a < n , 这些子群都是非正规子群.所有非正规子群可划分为 
非乎•凡共轭类.每类的个数都是/>的倍数. 

7. 考虑每一个酋换所对应的棑列数. 

8. 利用定理 2. 7. 6,可得以下4 类： 

K (l> = {(1)>. K , IX , 04 , = {(12)(34). (13)(24).(14 X 23) K 
K <1 , j > = { n 23),(142).(134).(243)}, 

K <m) = <(132).(124),(143).(234)). 

9. 先按类 53 分类，然后检验每一类是否是 同一共 轭类.再利用正规子群 
是共轭类的并这一性质确定所有的正规子群. 

10. 选择最简单的矩阵作为代表元，求得该共轭类.然后，冉在余下的元 
家中选抒 JR 简单的矩阵作为代表元•求出该共轭类•余此类推.可得以下共 
扼类： 

二)…4 

(11)~IC Dl 1 -* 1 )- *= 。山 2 -".. 

由这些共轭类的并可求得以下正规子群^ 

H »=|( 丄 | « 6 Z | , * = 0山2,… 

= .° i )- ^ = w * u ([7 j . 


习 题2.8 


1. 由同态定义可证. 

2. 利用同态基本定理.先求一个 G 到 R •的同态映射，例 如：/ :( u ,6> > 
a . 然后求 ker /. 再用同态基本定理. 

3. =>:设/:其是自同构，要 = 1 •反证法.假设 (々，|G|> = 
t/>l •利用有限 Abel 群的以下性 质：若 有索数 || G |, 则 C； 中存在 p 阶 
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习題提示与答案 


元.由于 U ,| G |)= t /> l , 存在素数 || G | 和 pU , 因而有 p 阶元 a ，且& 
ker /={ d / f *= d ， ker /9 M ， 与 / 是自同构矛盾. 

设 （ K ，| G |) = 1， 則 有所以 keT /={ g \ g t = e ) = 

故/是单射•又由有限集上的单射必为满射.很易证明保持运算. 

4. 先将 G ' 表示为 G ' = ( 厶，+ >, 

令 < p-.u r -^ n ( G -^ G ， ) ( 

N , ■<<!*〉= < 芝〉= <?〉= {5，？， ihN , »<«!*>■ <5>- 仿 •！}, 由于， {6 是 
+ 2 \ kez) t<p ■(h = <6々 + 4 U 冬 Z }, 所以由 f 丨 （乏〉 或 <丨（1>中任何一个元 
索生成的子群的像均为 < v >. 故得 

H m = <6m 4-2> *K m = <6m + 4> • 
m = 0,l ,2,—. 

它们的像均为 <芝〉. 

类似可得像为 <5> 的 子屏为 

M m = (6m + 3>, m = 0,1.2•••• 

5. 先找 Q 到 C 7 的同态映射，然后求核. 

7- 类似例 2.3. 11,考虑生成元 I 的像.就坷求出所有的自同态为 

< p- t i 一 7 H , Vi € Z m . 

(m = 0.1, 2, — ,ii — 1) 

不难证明是 rt 问构 ㈡ = 

8. AutK , *. S ,. 

9. 利用定理 2. 8. 6,得 InnG ^ G / C ( f ；). C ( G ) = < a /| aeR ， }. 

10. 利用定理 2.8.6. 

* H . 利用子群对应定琿. 

用反证法.假设/不是自同构，则 
ker /=/ C 关1.设 G 中的全部子群为 

H, - 

则 G 中包含 K 的子群个数<^而/((；>=6中的子群个数仍为 s 个•于是不可 
能建立一一对应关系，与子群对应定理矛盾. 


习題 2.9 

1. 利用等价类所具有的性质，或直接从轨道的定义证明之. 
2- 利用通常证明两个集合相等的 方法： 
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V m ^^ 只 i ( g ( a >> = g ( a )， 因而得 

g !尺|尽(“ > = a , 故只 ijeG •，所以/?, — 1 和 | .类似 

可证 gGag 1 ^ G „ (a ,. 

3. Va / fe/J 有 、 

-1- DK = {/ f / CUGC；L 设 | G |=« •則 |/3 I = Q .当2<是<”一2时 ， G 对 n 
的作用不可迁. 

5. (1) 只炁证明 ( T , 是 n 上的双射. 

( 2 ) 只笫证明 {，幻 > =炉( 幻〉 史(心>. 

习題 2. 10 


1. N^=39. 

2. N*3. 


3. N 
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(/|*+3»*4-12^4-8« ? ). 


N=34. 


习题 2. II 

1. 只滿证明<6, 〆 ;: 卜 GG :, 然后利用定理 2. 11.2. 

2. Z / <6> SZ ., Z / <2> SZ ,. Z / <3>^ Z ,. 

令 G , ， { 0 . 3 )^ Z 2 , G 2 -{0.2.4}^ Z ,. 

4= G ,+ G , 然后利用定理 2. 11.2. 

3. 利用同 态基本 定珊. 

4. 分別写出 G 和 ( A / N > XB 的元素表达式•然后找出一个 C ； 到 （ A // V ) 
X B 的满间态，并利用同态幕本定理. 

5. C „, C , XC IS . 

6. c ,„ . c ? X c ,, , c , x c ., . C , X C u . C * X C „ . C\ X c\ x r w . C ? X c , X c , 2 , 
c 2 x c 2 x c： x c „ . c\ x c , x c * x c ‘ • r „ x c ,, • 

7. 设" = PT _ 冲… 〆 .，則”阶交换群的可能类塑数为 P ( a , > 尸 （《 2 ) … 
尸 ( a ,)， 其中 P ( a ,> 为整数 a , 的分拆数. 


习題 2. 12 

1. 参考例 2. 12. 1. 

2. 利用 Sylow 计数定理 . N(3) = 4,N(2*) = 3. 


3. 参考例 2. 12.2. 

4. 分情况讨论. 

5. 分析； V 的阶数.再利用包含定理与共轭定理. 


习埋 3.1 


1. (/ V 1 ,®, •> 不是环•分配律不成立. 

2. 共有 16 个元家 • 

3•设 A 6 M ； (Z >,若有 B 关0使 AB = 0 •则秩 SJ 用初等阵 （: 
6 M _( Z ) 使01=(^)，取 D =(0 D ■”〉关0•埘 （ Z > C>A = 0， DC ^0， KW /\ 
为右芩 W 子. 

5. 设 //f = 0 H / 关0,好关0,埘有《(办）关0,由连续函数的性质，必有开 
区间（心_£,心+«)使笑在此开区间上不为0,因而 /( h 在此开区间上都为 0. 

6 . 所有特征值均为 0 的矩阵. 

7. 必要性平凡 ，只需 证明充分性. 

( 1 > MVI 4® 1 =»M VU l V = U i V => U ss U l V => VU m : VU i V = 1 •故 M 可逆. 

(2> 设是环中任一元•令奶 = V + I /« J ■— * r，W “1/,“ = !/•由 V 的惟一性得 



• 11. 设 CI 行两个 右逆： fl 6, =<|6, = 1•且6,关6,•令6» =仏— 1 
a «=3.4,...). W 6* 郎 M 厶逆. 

习踴 3. 2 

6. M.(Z >中全部理想为 M.(mZ),m=0,l,2,-. 

8. ⑴ Z [>]/(? +.66 Z >SZ[i] 

( 2 ) Z [ i ]/(2+ i > = 0， T ， Hh , 其中 

k = l + (2 + i ). 

<3>A/H== |(o !) f (o :)卜叫 

10. 充分性： •考虑 

11. ，:尺 因为 H 关尺，所以 若有 ； TG = 

0,即 r *, r 2 云 H , 由//是素理想•得 r , e H 或/ H . BPr , =0或^7 = 0,所以/?/ 
//中无零因子. 

<=： ab ^ H =>3=0 =>a = 0 或 i = Q => a € : H 或 b 乏 H . 
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习题 3.3 

4. (1> 设映射史 : /(： r > 一 /(*•) (R O ] 一 C >，蚵证 .9 是满同态 ， kerp = 
(/ + 1>,再利用同 态基本 定理. 

(2) 设映射 < p ： f ( x ) ^ /(0) ( F [ jt ]-* F ). 

5. 作映射 < p t a+bi ~ 6 ) CC - M ? (R )). 

6 . <p m ：k mk 

m 满足 m(h — l > = 0 ,m = 0 ，l •…. 

8. 首先要证 / 是映射. 

* 9. 设 /( j ) »-♦ fitx + b ) (Z [* r]~»Z [ j ]> •其中 e = 士 1，6€ Z ， W 1 】"I 
证 

AuiZ[j] * { a, t I e =± 1 ^ Z ). 

10. Z [ i ] 的分式域为 Q + q , i \ q t Wt 6 Q ). 

ZO ] 的分式域为尹 0 卜偶数环的 

分式域为 Q . 

习 * 3.4 


3. 反证法.煆设0«<户>,由于16 0,必有<7€£>使/»«? = 1,得/»为可逆 
元,矛砗. 

4. 除29外都是既约元. 

5. =>:先证然后证明 D /( p > 中无零因子. 

<=:反 证法. 假设；> 不足 家元. W 存在使/»卜但 p “ , p \ b , 
ma,lA D /(/>) 中的零因子，矛盾. 

习题 3. 5 

2. 利用 iV («>=« a *+5 A *. 

3. 只需证明不满足定理 3. 5. 2中条件 n . 

4. 由定理 .3. 5.1 知任何两元素 a 与6的最大公因子 （ a ,6> 存在.用证明 
定理 3. 5. 1的类似方法51证 0,6] 也存在.由与 0,6] 的表达式立刻可得 

5. (1),(2) 是欧氏整环.(3>不是. (4〉 是，证明方法类似例 3.5.3. 

* 6. => ： a- 2 =a (mod 有解=> 3 Z 使 =a (mod = b i tjl = 
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习題提示与答案 


6^ 1 = 1 (mod p ). 

<=：42^ = 1 (mod /»>，分两种情况讨论： 

① 当/» = 4« + 3时有故是的一个解. 

② 当 p = 4/i + l 时 ，（&• , • >是循环群，任取一生成元 r, 有 c^' = l. SJ 设 
a = ■，由 a— 1 =a 2 •公 1，得 <•’■ = 1,因为 o(c> = 4”， 所以4”|'2細•故2 | m •令 
w = 2/ •得 c w =fl， 所以 x t= a (mod ；»>有解. 

取“=一丨，当/ > = 4n+l 时，（一丨>+ = 1 (mod /») 成立，所以方程 = 
一 1 (mod /)> 有解•即有 b^Z 使 y + 而 A ? + 1 = <6 + *>(A — I )，所以 

/>|(6+ i 〉(6- i > ，但；4(6+*)和 p |(6—«), 故 p 不是 家元. 

• 7. =>:利用习題 3. 5. 6. 

<=«反证法. 

习《 J .6 

3. 因为 D 不是域，有 a ^ D . a 不可逆.考虑生成琿想 

4. (1) 利用 /( i+lh 

(2) 分两种悄形 ：① p = 2, ② p >2 的家数，利用 /( j -1), 

(3) 可用待定系数法. 

5. 14. 

习® 4.1 

1. ( 1 ) ria = Ma^>(n —m)a™0=>(n —m) • 1*0^ 
p I (n — m)=^n=m (mod p). 

(2) 对 r 作归纳法 . e = l 时 

( fl +6)，= fl ，+ 户乂-^十… + (0，*6*4 ■… 4 舛沪 d + M . 

W 为 pi 0,所以卜 1=0, 故 ( a +6)^= a "+^. 

2. 可证5=5,故 chZ [ i ]/(2+ i ) = 5. 

3- 考虑域由 （ p , n > = l 得 n ^ O . neZ ； (乘 群）. 由群中元家阶的性质 
立刻可得结论. 

4. 利用线性空间的基与维败的关系. 

5. 由 （ F ( a，W * F ) = ( F ( a )(6) * F ( a ))( F ( a ) : ，珂先证 （ F(a ,6> : 

F )^ rnti . 

洱由 m \( F ( a , b ) : F ) 及 n \( F ( a . b ) : F ) ，可证当 （讲 • w ) = 1 时等式 
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成立. 

6. ⑴取 u =>/2+^5, 

(2) 因为 = 

c /, r »/6 Q } •所以当 u ;= a +6 V ^ 或 u »= c +</^+ e ^^ 时 ， Q ( w)^=Q ( V 2， v ^5). 

7. 利用 S 大公 W 子公式坷证明&可作出（或利用定理 4. 4. 4). 

mn 

8. 珂求出 C os 72°=^=^. 证明方程 



在 Q 内有根一 
9. 用试根法求根. 

习® 4. 2 

1. 对作归纳法. 

2. 1[接将 u 代人 />(x). 

3. 将分裂域表为添加根的形式或单扩张形式，从而决定扩张次数. 

(1) E / = Q(i.V3),(E / * Q ) = 4i 

(2) E ,~ Q ( V 2 t ^ 2 . V 3 nAEf « Q) = 12, 

(3) £,=Q(«>, a 为少 ,(•《•) 的任一根 ，（E, ■ Q)-/»-l. 

4- 闪为 /(■!•> 在厶上不可约，所以£：,«厶[>]/(? + 1). 

5- 6. 利用 / Cr> 在 E, 上有纛根，(/(1>,/(1>>关1. 


习題 4. 3 

1. (1>在 40] 中取任 一 n 次不可约多项式 〆 xh 
<2> 由 Z ,(«> 是子域及定理 4.3.4. 

2. 分别在厶上取3次不可约多项式 和在厶 上取6次多项式来做成有 
限域. 

3. 考虑域乙上的非零元家都是方程: r ^ 1 一 1=0的根. 

4. 表出分裂域，利用定理 4.3.3 得到全部根，并化简. 

5. 写出元家表，求出乘群中的8阶元. 

6- 由本原元的定义与性质. 

7. (1) 考虑以下三点 ：（ i ) | GF (/*-)|= p ', ( H ) GF ( 〆 ）* 每一个元素都 
是某个 m ( m | n ) 次不可约多项式的根； （ Hi ) 每一个 m(rn | n 〉次不可约多项式 




的全部根都在 GF ( 〆 ） 中； （ iv > 任何两个不可约多项式没有相同的根.（2〉令 
H(n) = nl p (n). 

8. 由公式可得/ 2 (4> = 3,不难一一列出.本原多项式个数为 〆 2« — 1>/4 
= 2,然后检验每个不可约多项式的根是否是本原元•从而决定豨些是本原多 
项式. 

可求得4次不可约首丨多项式有 

9 i ( j )= j 4 + j +1, 

奶 （■!•>= 〆 + J *+ l , 

(x) =a ■’ +j- s +x+ 1. 

因为 A (* r > 的根满足？一1，不是本原元 ，故仍 （ T ) 不是本原多项式 
为本原多项式. 

9. 考虑 GF (/ >•> 上的变换/:*»〜 〆 .并利用本节性质（1〉. 

10. 只需证明任何一个 n 次不可约多项式 〆 h 有 />( j 0|/(: r >, 且不同的 
不可约多项式无相同的根. 

习題 4.4 

1. 少.（了>=^+/+/+1+1,必 （00 = 1 •，一 i + l . 

2. 将"次单位根按在乘舴中的阶数分类，每一类恰好是也(1>, 
的根. 

4. 正五边形的作法： 

” = 5的分阒多项 式为 〆 +/+/+ I +1. 它的根 SJ 以用下列方法 求得： 

由 j 4 + x *+ x *+ j -+1=0, 

得 （ X * + 士 ) + (* r + 士 ) + 1=0. 

令 尸^十 丄 = 2 cos 穿， 

得 /+厂 1=0. 

所以 cos 孕 = +=^11. 

5 2 4 

作图方法如 F : 作申•位两 C ；, AC 为直径，半径丄 AC , 取 OC 的中点 D , 
以 D 为岡心为半径画铒与04交于£：，作0£的垂直平分线 交岡于 A ,, 
则 AA , 就是内接正五边形之边长. 


习题5.1 

1. 芡似例 5. 1.3, 好得 G Ef 3 = S s . 





2. 提示： 解出根，再分析可能的元素 
四元群. 

3. Ge x . Q(,i »+ ). 

4. 提示： 参考例 5.1.3. 

5. 将例 5. 1.4 的方法推广 • 

(1>确定 E /: 设”次单位原根为‘•則 E ^ QGx )， 
(2) 确定 G , 的元索， G , 三 （2: • • 

6•⑴确定 £：,和 | G ,| •得: K ) = n . 

(2) 确定 的元家 ， G / = ( Z .，+ >. 


习题 S .2 

3. (1) 可根式求解《 (2> 方程根式可解》(3> /(■!■> 不能根式求解. 

4. 提示 ：证明 


符号索引 


符号 含义 章节号 


.. 4 

荠价关系，间态 1.3. 3.2. 

同构 2. 

1 V 八 VT 

8.1.3. 3.1 

3.2.3. 3. 1 

^Kmoo n) m n p 〗 承大示 

< »序，子群记号 1. 

1.3. 3 

3. 4,2. 2.1 


正規子 «记号 

2.6. 1 


命题之 间的逻辑关系 

1.3.2 


集合之 M 的映射关系 

1.2.5 

— 

映射中元索之间的对应关系 1.2. 5 

1(» 

9 除（不能 螫狳） 

1.3.2*3.4 

V 

格中的并运算 

附承 I 

A . 

格中的交运算 

附 *1 

△ 

子集的对称筹 

1.2.3 


Mohiun pfi 败 

4.3.4 

<t>Az) 

n 次分脚 多项式 

4.4.2 

?>( n ) 

no 

Eulef ffft 

tt 道 

1.4.3 

2. 9.2 


A , n 次夂 2.4.1 
\ A \ 集合 A 的元素个败 1.2.1 

4 XB 集合的笛 卡儿积 1.3.1 

\卜 集合对等价 关系〜 的商壞 

1.3.3 

4[ F ] 坏 A 在域 F 上的代》 附亲 | 
kP < F ) 有 W 域 F 上的仿釤平 S 4.3.5 
^utG W ( 环） 的 构 W 2.8.4,3.3.1 

等价类.同余类， 1.3. 3,2. 6.3 
a > 由 a 生成 的埔环 《 2.3.】 

a ) 由 a 生成的现想 3.2.2 

a . b ) ii 与6的最大公因子 

1.4. 2.3. 4. 3 

fl .6] a 与 6的》小公倍数（元> 

1.4. 2,3. 4.3 

^ 泌到 £1 的全 体映射 的篥介 1.2.6 


符号 

含义 

章节号 

C 

复 数集合 

1.2.1 

c • 

聋零复数集合 

2.1.1 

C ( G ) 

群的中心 

2.7. 1 

Cc ( a ) 

, C ( a ) 在 G 中的中心化子 



2.7. 1 

Cu ( A ) 

子篥 A 在 G 中的中心化子 



2.7. 1 

c. 

n 阶 循环辟 

2.3.3 

CO ] 

复系败多項式环 

3. 1. 1 

ch 厂 

域的特征 

4.1.1 

D . 

二由体 W 2.1.4, 习 «2.3,1 

dcuA 

deg/<j 

坧阵 A 的行列式 

1.3.3 

) 多項式/( X )的次数 


EruKi 

WG 的自 W 态 f-CT 

2.8.4 


E ( C ) WG 的自 M 态环 3.1.1 

E\F E 是 f ’ 的 r 域 4.0 

(£■« F ) 域 E 对子域 F 的扩张次数 


E , 多項式 /( W 的 分霣域 

F , - p •阶冇 W 域 

r '< T ) 子集 T 的全原像 
[C H 3 子的指数 
o . a 定子孵 

G , 多项式 /(« r ) 的 Galois 群 


Gu .， 




* 次捵 位子屏 


G/H G 对 H 的商《 





1 . 2.6 



2.9.3 





6.3 


( G / W> t 子 ffH 的左 K 集集合 2. 5.1 
CG / H ), 子 WH 的右陪 集集合 2.5.1 
GF ( p ') ^阶有限域 4.3.1 

GL ,( R ), GL < n . R ) R 上全线性群 


2.1.4 

g«b 鏺大下界 附录 I 












聿节号 

附录 


含义 章节号 

上的单位 （恒等） 变換 1.2.7 

映射/的像 1.2.5 

群 G 的内問构酢 2.8.4 

乙上 n 次笤1 不 可约多項式的 

4. 3.4 

上；！ 次本垛多项式 的个败 

4.3.4 

Klcm 四元舴 2.1.1 

同态核 2.8.2,3. 3.2 

共轭类 2.7.2 


符号 含义 

lub 最小上界 

M . CR ) 全体/»阶实矩阵雋合 


M .( Z ) 整败环 Z 上的全矩阵环 3.1. 
Z . 供数模 n 的同余类群 2.1. 

Z ： 整数模 n 的同余类乘法群 2.1. 
Z [ i ] Gauss 螯数环 3.1. 

ZO ] 整系败多项式环 3.1： 















近世代数包括群.环.域等内容.是现代《学的重要基础，在 计算机科学. 
信息科学.近代物理与近代化学等方面有着广泛的应用，是现代科学技术人员所 
必霣的数学基础， 

本书第1版曾荣获教育部优秀教材二等奖.第3版在保持第 1 版.第2版原有特 
色的基础上.增加了近世代数在科学技术中的最新应用.埔加了 ••方程根式求解 
问® 简介"一章.另外每韋新壜了一个小结.对全章的内容进行梳理和总结. 

本书把抽象的理论写得通俗有趣.但又 不失数 学的严 格性， 可以使读者用较 
少的时间学到最基本的内容： 


































